
  
 

國中獨立研究課程 — 融入式教案 

  巴斯卡三角形的認識與應用   
 

一、課程簡介 
 

給使用者 

的話 

如:設計理念、課程類型(融入之領域科目、特殊需求領域或議題)……等。 

本課成為特殊需求領域的獨立研究融入數學學科之模組，課程內容為介紹巴斯卡

三角形的定義、性質及應用，適用對象為國中八上的學生，活動時間五節課。第一節

課為讓學生從多項式乘法的展開式中觀察規律，並提供多項式乘法的不同觀點，進而

引導學生理解巴斯卡三角形的定義；第二節課主要為證明第一節課觀察的結果，一開

始引導學生從已寫出的例子中說明，接著學生需嘗試使用符號證明展開式係數呈現的

關係；第三節課請學生觀察巴斯卡三角形中數字的不同性質，一開始讓學生自行觀

察，而後教師利用巴斯卡三角形中前排和後排相加的關係，引導學生證明觀察到的性

質；第四節課為巴斯卡三角形的相關應用－請學生討論將正整數拆成 𝑛-parts的方法，

並對一般式做臆測；第五節課為引導學生證明第四節的臆測結果。 

本課程的設計理念是希望學生學習從問題中觀察數字的pattern，用數學語言寫下

規則，並能嘗試說明原由。藉由教師引導和同儕討論的過程中，學生能培養問題探究

與獨立思考的能力，且能夠利用邏輯理性表達自己的想法。 

單元架構 

註:依照欲融入的學科課程內容擬定架構表。(請圖示並置中) 

 
 

巴斯卡三角形 

的介紹 

巴斯卡三角形 

的應用 

巴斯卡三角形 

的性質 

巴斯卡三角形 

的認識與應用 

第 3 節：性質探索與證明 

⚫ 小組討論、觀察與說明三角形規律 

⚫ 證明：每一列的數字規律 

   第 2、3、4 斜列的數字規律 

   聖誕襪定理 

第 1 節：二項展開式的關係探索 

⚫ 多項式乘法運算的不同觀點 

⚫ ሺ 𝑥 + 1 ሻ𝑛 的展開運算 

⚫ 使用表格探索 ሺ 𝑥 + 1 ሻ𝑛 的關係 

⚫ 巴斯卡三角形的定義介紹 

第 2 節：二項展開式的關係證明 

⚫ 利用例子說明 ሺ 𝑥 + 1 ሻ𝑛 的關係 

⚫ 證明 ሺ 𝑥 + 1 ሻ𝑛 的關係 

第 4 節：正整數拆成 𝑛-parts 的方法數探索 

⚫ 理解題意 

⚫ 從實際數字做試驗與列舉 

⚫ 系統化整理列式，並對一般化情形臆測 

第 5 節：正整數拆成 𝑛-parts 的方法證明 

⚫ 證明一般情形的猜想 

⚫ 透過同儕討論修正想法臆測與證明的想法 

⚫ 針對單一問題提出不同的解釋方式 

字體：標楷體 大小：12 間距：單行間距 



教材特色 

與分析 

1. 本課設計是由基本學習內容「乘法公式」單元的延伸課程。學生透過不同的乘法運

算觀點，先計算 ሺ 𝑥 + 1 ሻ𝑛，再從展開式中觀察與理解各項係數與巴斯卡三角形之

間的關係，並為高中二項式定理以及排列組合作鋪路。 

2. 課程活動著重在學生理解問題，並能根據問題做試驗、觀察、並解釋。除了用數字

及觀察現象作解釋外，更期望學生能以數學語言寫下其想法。 

3. 在解決正整數拆分問題時，可以讓學生發想以不同角度、論點去切入問題，並且透

過驗證與事實解釋得合理性，進行批判論點或判斷驗證的正確性，並提出假設、結

論或解決問題的方案。 

4. 課程中教師主要為引導者，課程進行著重學生自主行的討論及發想，透過同儕之間

的討論，學生能夠自己導出數學原理，教師可看學生討論方向適當地給予提示。 

5. 除巴斯卡三角形的基本規則外，也讓學生延伸探究相關的應用問題及其他隱藏在三

角形中的規律。 

 

二、課程計畫 
 

單元名稱 巴斯卡三角形的認識與應用 

適用對象 □ 七年級 ■ 八年級 □ 九年級 設計者 

大成國中 陳怡君老師 

同德國中 鄧智升老師 

同德國中 王廷豪老師 

活動時間    5   節 ( 每節   45   分，共   225   分) 設計期間 111.11~112.04 

 核心素養 

編碼說明－ 

1.例：「創-E-A2」可分為三碼，第一碼「創」為創造力課綱縮寫、第二碼「E」為國民小學階段、第三碼

「A2」為核心素養九個面向的A2素養。(詳見創造力課綱頁3-5) 

2. 至多挑選3項核心素養填入即可。 

數學 

1. 數-J-C2 樂於與他人良好互動與溝通以解決問題，並欣賞問題的多元解法。 

2. 數-J-A1 對於學習數學有信心和正向態度，能使用適當的數學語言進行溝通，並能

將所學應用於日常生活中。 

特獨 

1. 特獨-J-B1 能分析歸納、製作圖表，整理蒐集之資訊或數據，並彈性選用適切形式

或嘗試使用新媒體形式，表達獨立研究之過程、發現或成果、價值和限制。 

2. 特獨-J-C2 透過獨立研究小組學習，發展與同儕溝通、共同參與、執行及討論的能

力，能接納不同意見，具備與人和諧互動技巧。 

學習表現 

編碼說明－ 

1.例：「1a-Ⅳ-2」可分為三碼，第一碼「1a」的「1」代表四個主題軸的第1個；「a」代表14個次項 

目代碼、第二碼「Ⅳ」代表第四學習階段、第三碼為流水號。(詳見創造力課綱頁7-14) 

2.至多挑選5項符應單元之學習表現填入。          3.依照融入科目，找尋對應之普教課綱學習表現，貼入幾項即

可。 

數學 

1. n-IV-7 辨識數列的規律性，以數學符號表徵生活中的數量關係與規律，認識等差

數列與等比數列，並能依首項與公差或公比計算其他各項。認識巴斯卡三角形的

規律與性質，並能應用於其他問題。 

2. a-IV-1 理解並應用符號及文字敘述表達概念、運算、推理及證明。 

3. a-IV-5 認識多項式及相關名詞，並熟練多項式的四則運算及運用乘法公式，學習

直式、橫式以外的多項式計算方法 。 

特獨 

1. 特獨1b-Ⅳ-2 主動與同儕合作完成小組獨立研究活動內容並達成目標。 

2. 特獨2a-Ⅳ-1 選用適當的研究方法及程序－利用數字個數或加號個數等適當的方式

切入問題核心，並運用於獨立研究中。 

 



學習內容 

說明－依照融入科目，找尋對應之普教課綱學習內容，貼入幾項即可。 

數學 

1. N-8-3 認識數列：生活中常見的數列及其規律性（包括圖形的規律性），以及特殊

規律的數列費式數列、三角形數、四面體數，並以符號表示其規律性。 

2. A-8-3多項式的四則運算：直式、橫式的多項式加法與減法；直式的多項式乘法

（乘積最高至三次）；被除式為二次之多項式的除法運算。熟練高次多項式的乘法

運算，並理解及應用多項式乘法的不同觀點進行運算。 

1. S-9-11證明的意義：幾何推理（須說明所依據的幾何性質）；代數推理（須說明所

依據的代數性質）。 

特獨 

1. 特獨B-Ⅳ-1批判思考能力訓練。 

單元目標 

巴斯卡三角形的引入：第一節、第二節課程 

1. 使用不同的方法（分配律、直式、排列組合的想法）展開並化簡 ሺ 𝑥 + 1 ሻ𝑛 

2. 利用表格整理，以理解並說明 ሺ 𝑥 + 1 ሻ𝑛 與巴斯卡三角形的關係，並能用符號改寫

表示及說明一般化的情形。 

3. 理解並用符號表示巴斯卡三角形的定義。 

巴斯卡三角形的性質：第三節 

1. 能透過小組討論、觀察巴斯卡三角形中數字之間除了巴斯卡定理外的其他規律。 

2. 能利用巴斯卡定理來解釋巴斯卡三角形中的性質－ 

(1) 每列總和為 2𝑛−1、每列為 11𝑛−1 的數值。 

(2) 三角形數、四面體數、聖誕襪定理。 

巴斯卡三角形的應用：第四節、第五節 

1. 能試驗且有系統地歸納出不同正整數拆分的方法數。 

2. 能根據試驗的結果，提出一般式的猜想。 

3. 了解及解釋其正整數拆分的方法數與巴斯卡三角形數字間的關係。 

4. 能利用不同的方法解釋結果。 

5. 利用小組討論與發表，修正對問題結果的描述與形成原因。 

區分性教學

之調整 

(學習內容、學習歷程、學習環境、學習成果(評量)調整…等，可另增加起點能力評量

等欄位) 

區分性課程調整 

組別(約2~3組) 高能力組 低能力組 

內容 

第一、二節課 

1. 能用不同的方式展開多項

式，並觀察規律。 

2. 能用符號表示巴斯卡三角

形及多項式係數的一般

項，並以將其關係寫成數

學式子。 

3. 以符號證明二項式係數的

規律的成因。 

第三節課 

4. 至少寫出巴斯卡三角形規

律參考答案中的第A、

B、C、D、G、F、K項。 

5. 能用符號表示並證明巴斯

卡定理的不同規律。 

 

 

第一、二節課 

1. 擇一種方式展開多項式，

並觀察其中規律。 

2. 使用符號表示巴斯卡三角

形各項及多項式的係數，  

3. 能用已展開的例子說明二

項式係數規律的成因。 

第三節課 

4. 至少寫出巴斯卡三角形規

律參考答案中的第A、

B、C、F項。 

5. 能用數字表示並證明巴斯

卡定理的不同規律，並在

老師引導下嘗試以符號書

寫。 

 

 



 

第四、五節課 

6. 除找出方法數的規律外，

鼓勵學生也從拆解的方法

找規律（系統化列舉）。 

7. 使用兩種以上的方式證

明。 

第四、五節課 

6. 一開始觀察規律時，只需

注意最終方法數數字的規

律。 

7. 使用一種方式證明。 

過程 

1. 觀察展開式的規律時，可

直接針對其展開式子進行

觀察。 

2. 學生可以自我歸納整理出

數列的規律性。 

1. 觀察展開式的規律時，需

請學生將係數獨立寫出，

以便觀察。 

2. 學生需要教師引導才能歸

納整理出數列的規律性。 

成果 

1. 說明與證明時，要求學生

用一般化形式說明。 

2. 學生可以口頭發表、說

明，並統整課程中所歸納

的成果。 

1. 說明與證明時，可接受學

生用數字的例子說明。 

2. 學生理解課程中所歸納的

成果，並記錄。 

參考資料 

1. 科學Online 巴斯卡三角形Ⅰ 

https://highscope.ch.ntu.edu.tw/wordpress/?p=39069 

2. 科學Online 巴斯卡三角形的應用Ⅱ 

https://highscope.ch.ntu.edu.tw/wordpress/?p=39091 

3. 桃園中等學校資賦優異課程工作坊2022年11月2日課程講義 

4. https://web.math.sinica.edu.tw/math_media/d322/32206.pdf 

教學資源 課程投影片、學習單 

 

三、各單元教學活動 

第一節教學活動 時間 評量 備註 

一、引導活動 

活動一：多項式乘法的複習 

1. 請學生做式子的化簡 

(1) ሺ 𝑥 + 3 ሻሺ 𝑥 − 2 ሻ 

a. 教師詢問展開後的答案（學生應該可以馬上回答）： 

𝑥2 + 𝑥 − 6  

b. 請學生說明詳細的乘法運算（學生可以用橫式或直式說明）： 

ሺ 𝑥 + 3 ሻሺ 𝑥 − 2 ሻ = 𝑥2 + 3𝑥 − 2𝑥 − 6  

二、發展活動 

活動二：多項式乘法的新觀點（取球的想法） 

1. 教師從活動一 1. (1) b. 的展開式說明乘法的不同觀點： 

在多項式的乘法中，每一個括號可以視為一種袋子，每個袋子中有兩

個球－一個球上面標示數字及符號。多項式的乘法可以看做從不同的

 2 袋子中任取一球，再把球上標示的數字及符號相乘，最後再做合併

計算。 

 

教學寫法先將  表示為一個袋子。 

如計算 ሺ 𝑥 + 3 ሻሺ 𝑥 − 2 ሻ 時，總共有兩袋，一袋裝有兩 球 、

；另一袋裝有兩球 、 。 

接著如同直式的寫法，將裝有裝有兩球 、 的袋子  

一、 

活動一 

1. 

2分 

(2) 

 

 

 

 

 

二、 

活動二 

1. 

20分 

(22) 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

一、 

活動一 

口頭發

表、學

習單 

 

 

 

 

 

二、 

活動二 

口頭發

表、學

習單、

觀察記

錄 

 

 

 

 

 

 

PPT P2. 

一、 

活動一 

學習單

P1.、 

PPT P3. 

 

 

 

 

二、 

活動二 

學習單

P1.~P2.

、 

PPT 

P4.~P9. 

 

 

 

 

 

 

 

𝑥  3  3  𝑥  

−2  𝑥  3  

𝑥  



寫上排，裝有裝有兩球 、 的袋子 寫下排，如下： 

 
每一次相乘（分配）就是要從每個袋子中取一個球，並將球上元素相

乘，如上面取 𝑥，下面取 −2，得 −2𝑥。 

 
因此全部總共有 4 種分配方式，乘完後有4個項： 

𝑥2、−2𝑥、3𝑥、−6。 

 
但若細看每一項，根據符號和數字的取法，可以分成三個種類： 

取法 方法數 形成的項 

上下排都取 𝑥 1種：𝑥 ∙ 𝑥 𝑥2  

一排取 𝑥，一排取數字 2種：3 ∙ 𝑥 及 𝑥 ∙ ሺ−2ሻ 𝑥  

上下排都取數字 1種：3 ∙ ሺ−2ሻ 常數項 

2. 利用不同觀點說明 ሺ 𝑥 + 1 ሻ2、ሺ 𝑥 + 1 ሻ3 的展開方式 

(1) 請學生展開 ሺ 𝑥 + 1 ሻ2  

a. 教師詢問展開後的答案（學生應該可以馬上回答）： 

𝑥2 + 2𝑥 + 1  

b. 教師可以請學生用新的方法解釋，帶學生看出係數就是形成每

一項的方法數 

 
共有 4 種取法，分成 3 類 

取法 方法數 形成的項 

上下排都取 𝑥 1種：𝑥 ∙ 𝑥 𝑥2  

合併 𝑥2 

一排取 𝑥，一排取數字 2種：1 ∙ 𝑥 及 𝑥 ∙ 1 𝑥  

合併 2𝑥 

上下排都取數字 1種：1 ∙ 1 常數項 

合併 1 

(2) 請學生展開 ሺ 𝑥 + 1 ሻ3  

a. 請學生展開 ሺ 𝑥 + 1 ሻ3，可以自由讓學生選擇展開方式 

(a) 利用橫式運算 

先將 ሺ 𝑥 + 1 ሻ2 寫成 𝑥2 + 2𝑥 + 1，再計算 

ሺ 𝑥 + 1 ሻ3 = ሺ 𝑥2 + 2𝑥 + 1 ሻሺ 𝑥 + 1 ሻ  

= 𝑥3 + 𝑥2 + 2𝑥2 + 2𝑥 + 𝑥 + 1 = 𝑥3 + 3𝑥2 + 3𝑥 + 1  

(b) 利用直式運算 

先將 ሺ 𝑥 + 1 ሻ2 寫成 𝑥2 + 2𝑥 + 1，再計算 

 𝑥2  +2𝑥  +1 

×   𝑥  +1 

 𝑥2  +2𝑥  +1 

𝑥3  +2𝑥2  +𝑥   

𝑥3  +3𝑥2  +3𝑥  +1  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 𝑥   1  

 𝑥   1  

 𝑥   3  

 𝑥  −2  

 𝑥   3  

 𝑥  −2  

 𝑥   3  

 𝑥  −2  

𝑥  −2  −2  𝑥  



(c) 利用取球的想法進行運算 

寫成 

  
利用實線表示每一次相乘的取法，共有8種方法 

取法 方法數 形成的項 

三排都取 𝑥 

 

1種： 

𝑥 ∙ 𝑥 ∙ 𝑥  

𝑥3  

合併 3𝑥3 

兩排取 𝑥，一排取 1 

   

3種： 

𝑥 ∙ 𝑥 ∙ 1  

𝑥 ∙ 1 ∙ 𝑥  

1 ∙ 𝑥 ∙ 𝑥  

𝑥2  

合併 3𝑥2 

一排取 𝑥，兩排取 1 

   

3種： 

𝑥 ∙ 1 ∙ 1  

1 ∙ 𝑥 ∙ 1  

1 ∙ 1 ∙ 𝑥  

𝑥  

合併 3𝑥 

三排都取 1 

 

1種： 

1 ∙ 1 ∙ 1  

常數項 

合併 1 

(d) 利用新觀點＋直式進行運算－把每一次相乘的結果也放入： 

灰色的集合為未運算的括號，運算時作為乘式； 

黑色的集合為一次運算完的結果，可繼續和灰色的集合相

乘。 

  
在此方法中，藍色集合中每一項的係數為取法的方法數。每

次進行下一步時，方法數可累加，項細說明建第二節課程內

容。 

教學指引： 

方法 (c) 是為了讓學生感受到係數為選擇元素相乘的方法數； 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

𝑥  1  

𝑥  1  

𝑥  1  

𝑥  1  

𝑥  1  

𝑥  1  

𝑥  1  

𝑥  1  

𝑥  1  

𝑥  1  

𝑥  1  

𝑥  1  

𝑥  1  

𝑥  1  

𝑥  1  

𝑥  1  

𝑥  1  

𝑥  1  

𝑥  1  

𝑥  1  

𝑥  1  

𝑥  1  

𝑥  1  

𝑥  1  

𝑥2  2𝑥  1  

𝑥  1  

𝑥  1  

𝑥3  3𝑥2  3𝑥  1  

𝑥  1  

𝑥  1  

𝑥  1  

𝑥  1  



方法 (d) 是為了讓學生感受到係數與巴斯卡三角形的關係。 

 

活動三：從範例中尋找關係 

1. 前面學過四種展開 𝑥 + 1 高次方的方式，教師可以詢問學生 

(1) 哪一種比較好算？ 

(2) 接下來要要展開 ሺ 𝑥 + 1 ሻ4、ሺ 𝑥 + 1 ሻ5，你會使用哪一種方法？ 

2. 展開 ሺ 𝑥 + 1 ሻ4、ሺ 𝑥 + 1 ሻ5： 

(1) ሺ 𝑥 + 1 ሻ4 = 𝑥4 + 4𝑥3 + 6𝑥2 + 4𝑥 + 1 

(2) ሺ 𝑥 + 1 ሻ5 = 𝑥5 + 5𝑥4 + 10𝑥3 + 10𝑥2 + 5𝑥 + 1 
 

活動四：整理式子並觀察不同式子間的關係 

1. 請學生將 ሺ 𝑥 + 1 ሻ𝑛, 𝑛 = 1, 2, 3, 4, 5 的結果作整理，並觀察每一個式子

的規律。 

(1) 利用表格做紀錄（符號和係數的要填）： 

項 

多項式 
𝑥5  𝑥4  𝑥3  𝑥2  𝑥  1  

ሺ 𝑥 + 1 ሻ1     𝑥  1  

ሺ 𝑥 + 1 ሻ2    𝑥2  2𝑥  1  

ሺ 𝑥 + 1 ሻ3   𝑥3  3𝑥2  3𝑥  1  

ሺ 𝑥 + 1 ሻ4  𝑥4  4𝑥3  6𝑥2  4𝑥  1  

ሺ 𝑥 + 1 ሻ5 𝑥5  5𝑥4  10𝑥3  10𝑥2  5𝑥  1  

(2) 詢問每一列的關係 

a. 次方規則 

ሺ 𝑥 + 1 ሻ𝑛 最高為 𝑛 次，總共有 𝑛 + 1 項。 

b. 係數規則 

只看表格中的係數 

項 

多項式 

𝑥5  𝑥4  𝑥3  𝑥2  𝑥  1  

ሺ𝑥 + 1ሻ1     1  1  

ሺ𝑥 + 1ሻ2    1  2  
= 1 + 1  

1  

ሺ𝑥 + 1ሻ3   1  3  
= 1 + 2  

3  
= 2 + 1  

1  

ሺ𝑥 + 1ሻ4  1  4  
= 3 + 1  

6  
= 3 + 3  

4  
= 3 + 1  

1  

ሺ𝑥 + 1ሻ5 1  5  
= 1 + 4  

10  
= 4 + 6  

10  
= 6 + 4  

5  
= 4 + 1  

1  

(a) 每一列左右兩邊都是1 

(b) 且每一列的第 𝑘 個數和第 𝑘 + 1 個數和為 

下一列的第 𝑘 + 1 個數 

 

三、綜合/總結活動 

教師介紹巴斯卡三角形 

1. 若把各式的係數提出，排成三角形的形狀，稱此數形為巴斯卡三角

形，如圖： 

 

 

 

 

 

活動三 

10分 

(32) 

 

 

 

 

 

 

活動四 

10分 

(42) 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

三、 

3分 

(45) 

 

 

 

 

 

活動三 

口頭發

表、學

習單、

觀察記

錄 

 

 

活動四 

口頭發

表、學

習單、

觀察記

錄 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

三、 

老師講

解，無

評量方

式 

 

 

 

 

 

活動三 

學習單

P3.、 

PPT 

P10. 

 

 

 

 

活動四 

學習單

P3.、 

PPT 

P11. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

三、 

PPT 

P12. 



 
巴斯卡三角形的規則為將每一列的第 𝑘 個數和第 𝑘 + 1 個數相加為下

一列的第 𝑘 + 1 個數。 

2. 巴斯卡三角形是十七世紀的一位法國數學家布萊士•巴斯卡(Blaise 

Pascal)《論算術三角》中提出，其啟發了牛頓發現了二定理。 

3. 事實上，巴斯卡三角形更早就出現在中國古代文本中，由賈憲提出，

而後在楊輝的《詳解九章算法》一書中出現，因此又稱為「賈憲三

角」或「楊輝三角」。 

4. 若學生詢問除了一排一排列出可以求出某項的值，是否有其他方法

時，可以跟學生介紹第 𝑛 列的第 𝑘 個數為 
𝑛!

𝑘!ሺ 𝑛−𝑘 ሻ!
。 

教學指引： 

第4點為教師視情況補充，可以告知學生一般項的公式，但不需要

求學生熟練計算。 
 

第二節教學活動 時間 評量 備註 

一、引導活動 

教師帶學生回顧 ሺ 𝑥 + 1 ሻ𝑛 係數與巴斯卡三角形的關係。 

 

二、發展活動 

活動一：用例子說明係數的關係 

以 ሺ 𝑥 + 1 ሻ3 為例： 

因為巴斯卡三角形的規則為將每一列的第 𝑘 個數和第 𝑘 + 1 個數相加為下

一列的第 𝑘 + 1 個數，因此討論 ሺ 𝑥 + 1 ሻ3 的係數時，需搭配 ሺ 𝑥 + 1 ሻ2 的

展開式。 

1. 請學生從第一節求 ሺ 𝑥 + 1 ሻ3 的詳細過程中，說明可能的原因。 

2. 若學生看不出來可以請學生使用方法 (a)、方法 (b) 或方法 (d)。 

(a)、(b) 利用橫式、直式運算： 

 𝑥2  +2𝑥  +1 

×   𝑥  +1 

 𝑥2  +2𝑥  +1 

𝑥3  +2𝑥2  +𝑥   

𝑥3  +3𝑥2  +3𝑥  +1  

從運算的過程中，可以看出三次展開式和二次展開式的關係， 

ሺ 𝑥 + 1 ሻ3 = ሺ 𝑥2 + 2𝑥 + 1 ሻ ∙ 𝑥 + ሺ 𝑥2 + 2𝑥 + 1 ሻ，因此 

𝑥3 項 𝑥2 ∙ 𝑥 = 𝑥3  係數為 1 

𝑥2 項 𝑥2 ∙ 1 + 2𝑥 ∙ 𝑥 = 𝑥2 + 2𝑥2 = 3𝑥2  係數為 1 + 2 = 3 

𝑥 項 2𝑥 ∙ 1 + 1 ∙ 𝑥 = 2𝑥 + 𝑥 = 3𝑥  係數為 2 + 1 = 3 

常數項 1 ∙ 1 = 1  係數為 1 

(d) 利用新觀點＋直式進行運算 

ሺ 𝑥 + 1 ሻ1 →  

兩種符號都只有一種取法 

一、 

2分 

(2) 

二、 

活動一 

20分 

(22) 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

一、 

口頭發

表 

二、 

活動一 

口頭發

表、學

習單、

觀察記

錄 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

PPT 

P13. 

 

二、 

活動一 

學習單

P4.、 

PPT 

P14. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

10  10  1  5  5  1  

6  4  1  4  1  

3  1  1  3  

1  1  2  

1  1  

𝑥  1  



 

ሺ 𝑥 + 1ሻ2 →  

𝑥2 用綠線表示，有 1 種取法 

2𝑥 用橘線表示，有 2 種取法 

1 用橘線表示，有 1 種取法 

 

ሺ 𝑥 + 1ሻ3 →  

𝑥3 用藍線表示，有 1 種取法 

 
𝑥2 用綠線表示，在第二次運算時有兩種方

式，因此有 1 + 2 種取法 

 
2𝑥 用橘線表示，在第二次運算時有兩種方

式，因此有 2 + 1 種取法 

 
1 用橘線表示，有 1 種取法 

 
 

活動二：用符號證明係數的關係 

1. 定義符號 

請學生思考 ሺ 𝑥 + 1 ሻ𝑛 的係數有兩個變量，要怎麼表示會比較好？ 

最後老師統一定義 ሺ 𝑥 + 1 ሻ𝑛 的 𝑥𝑛 的係數符號為 𝐶𝑘
𝑛， 

其中常數項為 𝐶0
𝑛 = 1，𝑥𝑛的係數為 𝐶𝑛

𝑛 = 1。 

巴斯卡三角形以符號表示： 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

活動二 

18分 

(40) 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

活動二 

口頭發

表、學

習單、

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

活動二 

學習單

P5.、 

PPT 

𝑥2  2𝑥  1  

𝑥  1  

𝑥  1  

𝑥3  3𝑥2  3𝑥  1  

𝑥  1  

𝑥2  2𝑥  1  

𝑥  1  

𝑥  1  

𝑥2  2𝑥  1  

𝑥2  2𝑥  1  

𝑥3  3𝑥2  3𝑥  1  

𝑥  1  

𝑥2  2𝑥  1  

𝑥3  3𝑥2  3𝑥  1  

𝑥  1  

合併共有 3 種方法 

原有 2 種方法 原有 1 種方法 

𝑥2  2𝑥  1  

𝑥3  3𝑥2  3𝑥  1  

𝑥  1  

原有 2 種方法 原有 1 種方法 

合併共有 3 種方法 

𝑥2  2𝑥  1  

𝑥3  3𝑥2  3𝑥  1  

𝑥  1  

𝑥3  3𝑥2  3𝑥  1  



 
教學指引： 

1. 符號的表示法教師可以彈性選用不同的表示方式，或是也可使

用學生共同討論的符號。本教案選擇 𝐶 做紀錄是為了避免高中

二項式定理要重新熟悉符號，但先不講解 𝐶 的運算及其代表意

義（可以做為高能力組同學的補充資料）。 

2. 學生初次使用有兩個變量的符號紀錄，可多舉例子讓學生熟

悉。 

2. 討論證明的書寫 

ሺ 𝑥 + 1 ሻ𝑛 = 𝐶𝑛
𝑛𝑥𝑛 + 𝐶𝑛−1

𝑛 𝑥𝑛−1 + ⋯ + 𝐶1
𝑛𝑥 + 𝐶0

𝑛  

ሺ 𝑥 + 1 ሻ𝑛+1 = 𝐶𝑛+1
𝑛 𝑥𝑛+1 + 𝐶𝑛

𝑛+1𝑥𝑛 + ⋯ + 𝐶1
𝑛+1𝑥 + 𝐶0

𝑛  

求證：𝐶𝑘
𝑛 + 𝐶𝑘−1

𝑛 = 𝐶𝑘
𝑛 

(a) 利用橫式運算： 

從運算的過程中，可以看出 𝑛 + 1 次展開式和 𝑛 次展開式的關係， 

ሺ 𝑥 + 1 ሻ𝑛+1 = ሺ 𝑥 + 1 ሻ𝑛 ∙ 𝑥 + ሺ 𝑥 + 1 ሻ𝑛 ∙ 1  

= ሺ 𝐶𝑛
𝑛𝑥𝑛 + ⋯ + 𝐶1

𝑛𝑥 + 1 ሻ ∙ 𝑥 + ሺ 𝐶𝑛
𝑛𝑥𝑛 + ⋯ + 𝐶1

𝑛𝑥 + 1 ሻ， 

𝑥𝑘  可以從 𝐶𝑘−1
𝑛 𝑥𝑘−1 ∙ 𝑥 及 𝐶𝑘

𝑛𝑥𝑘 ∙ 1 得到， 

因此𝐶𝑘
𝑛+1𝑥𝑘 = 𝐶𝑘−1

𝑛 𝑥𝑘−1 ∙ 𝑥 + 𝐶𝑘
𝑛𝑥𝑘 ∙ 1 = 𝐶𝑘−1

𝑛 𝑥𝑘 + 𝐶𝑘
𝑛𝑥𝑘， 

意即 𝐶𝑘
𝑛+1 = 𝐶𝑘−1

𝑛 + 𝐶𝑘
𝑛。 

(d) 利用新觀點＋直式進行運算 

 

ሺ 𝑥 + 1 ሻ𝑛 →  

目前累積到 𝑥𝑘  共有 𝐶𝑘
𝑛 取法、累積到 𝑥𝑘−1 共有 𝐶𝑘−1

𝑛  取法 

ሺ 𝑥 + 1ሻ𝑛+1 →  

𝑥𝑘  由前一排的 𝑥𝑘  及 𝑥𝑘−1 組成，共有 𝐶𝑘
𝑛 + 𝐶𝑘−1

𝑛  種取法 

 

三、綜合/總結活動 

教師總結巴斯卡三角形和係數的關係 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

觀察記

錄 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

P15. 

~17. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

𝑥  1  

…  𝑥𝑛  𝐶𝑘
𝑛𝑥𝑘   𝐶𝑘−1

𝑛 𝑥𝑘−1  1 …  

𝑥𝑛+1  𝐶𝑘
𝑛+1𝑥𝑘  …  1 …  

原有 𝐶𝑘
𝑛 種方法 原有 𝐶𝑘−1

𝑛  種方法 

合併共有 𝐶𝑘
𝑛 + 𝐶𝑘−1

𝑛 = 𝐶𝑘
𝑛+1 種方法 

…  𝑥𝑛  𝐶𝑘
𝑛𝑥𝑘   𝐶𝑘−1

𝑛 𝑥𝑘−1  1 …  

𝑥𝑛+1  𝐶𝑘−1
𝑛 𝑥𝑘  …  1 …  

…  𝐶𝑘−1
𝑛   𝐶𝑘

𝑛  …  𝐶𝑛−1
𝑛   𝐶𝑛

𝑛  𝐶0
𝑛+1  𝐶1

𝑛+1  

⋮ ⋱  

𝐶2
5  𝐶3

5  𝐶4
5  𝐶5

5  𝐶0
5  𝐶1

5  

𝐶2
4  𝐶3

4  𝐶4
4  𝐶0

4  𝐶1
4  

𝐶2
3  𝐶3

3  𝐶0
3  𝐶1

3  

𝐶2
2  𝐶0

2  𝐶1
2  

𝐶0
2  𝐶1

2  

…  …  𝐶𝑘
𝑛+1  …  …  𝐶𝑛

𝑛+1  𝐶0
𝑛+1  𝐶1

𝑛+1  𝐶𝑛+1
𝑛+1  



1. ሺ 𝑥 + 1 ሻ𝑛 展開整理後的係數呈現巴斯卡三角形的關係，其原因在橫

式、直式運算，及新的計算方法(d)中都可以看的出來。 

2. 當掌握規律後，計算 ሺ 𝑥 + 1 ሻ𝑛 更為方便，只要將多項式降冪排列，

係數填入巴斯卡三角形的第 𝑛 排數字即可。 

3. 但若 𝑛 很大時，巴斯卡三角形需要一層一層的推出也變得不方便，所

以可以搭配使用前一節課的補充的式子： 

巴斯卡三角形的第 𝑛 列的第 𝑘 個數為 
𝑛!

𝑘!ሺ 𝑛−𝑘 ሻ!
， 

也就是用新符號表示為 𝐶𝑘
𝑛 =

𝑛!

𝑘!ሺ 𝑛−𝑘 ሻ!
。 

4. 回顧方法(c)+方法(d)，ሺ 𝑥 + 1 ሻ𝑛 的 𝑥𝑘  項意為在所有括號（袋子）中

取 𝑘 個 ，其餘取  的方法數。之後高中排列組合會學到取球

的方法數就是記為 𝐶𝑘
𝑛，讀作 𝐶𝑛 取 𝑘。因此 

ሺ 𝑥 + 1 ሻ𝑛 = 𝐶𝑛
𝑛𝑥𝑛 + 𝐶𝑛−1

𝑛 𝑥𝑛−1 + ⋯ + 𝐶1
𝑛𝑥 + 𝐶0

𝑛  

上面的式子即為二項式定理一種案例。 

教學指引： 

1. 第3點、第4點為教師視情況補充，可以讓學生知道什麼是二項

式定理，但不需要求學生熟練計算。 

2. 二項式定理為求 ሺ 𝑥 + 𝑦 ሻ𝑛 的展開式，為避免兩種符號對學生

負擔太大及配合課程內容，此處調整為 𝑦 = 1 代入的情況。 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

三、 

5分 

(45) 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

三、 

老師講

解，無

評量方

式 

第三節教學活動 時間 評量 備註 

一、引導活動 

活動一：列出巴斯卡三角形 

教師帶學生與巴斯卡三角形並填寫巴斯卡三角形。 

1. 讓學生依據巴斯卡三角形的規則，列出至少 8 列的巴斯卡三角形 

答案 

 
 

活動二：觀察規律並說明 

1. 從巴斯卡三角形數字當中，除了先前觀察到的規律（上面兩數相加等

於下面的數字），你還能從中觀察到其他特殊規律嗎？ 

可能答案： 

A. 左右對稱 

B. 最左邊與最右邊都是 1 

C. 左右第二斜列是 1、2、3、4 (等差數列) 

D. 左右第三斜列是三角形數（1、3、6、10、15、…） 

E. 左右第四斜列是四面體數（1、4、6、10、20、…） 

一、 

活動一 

3分 

(3) 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

活動二 

15分 

(18) 

 

 

 

 

 

 

一、 

活動一 

學習單 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

活動二 

口頭發

表、學

習單、

觀察記

錄 

 

 

 

PPT 

P18. 

一、 

活動一 

學習單

P6.、 

PPT 

P19. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

活動二 

學習單

P6.、 

PPT 

P20. 

~29. 

 

 

 

 

1  𝑥  

10  10  1  5  5  1  

6  4  1  4  1  

3  1  1  3  

1  1  2  

1  1  

1  6  15  20  15  6  1  

21  35  1  7  35  21  7  1  

28  56  1  8  70  56  28  8  1  



F. 第 𝑛 列總和為 2𝑛−1 

G. 以十進位制觀察，第 𝑛 列為 11𝑛−1 

H. 費波納契數列 

I. 奇數字塗顏色為謝爾賓斯基三角形 

J. 第 4𝑛 列皆為奇數 

K. 聖誕襪定理 

2. 讓學生寫下自己從巴斯卡三角形中所觀察到的規律並分享，教師總結

學生提出所有的規律。 

教學指引： 

1. 當學生寫下觀察到的規律時，教師可以鼓勵學生解釋規律。若

學生無法解釋，教師可以視課程規劃決定是否進行活動六。 

2. 解釋定理時，都利用巴斯卡定理來解釋，避免使用排列組合公

式解釋。若該規律無法使用巴斯卡定理解釋，則使學生了解數

字關係即可。 

 

二、發展活動 

活動三：解釋規律F、G 

1. 引導規律C：第 𝑛 列數字總和為 2𝑛−1 

(1) 引導學生觀察到第 𝑛 列數字總和為 2𝑛−1，請學生自行討論如何說

明第 𝑛 列數字總和為 2𝑛−1（多項式的角度觀點） 

(2) 若學生無法解釋出來，教師引導提問： 

I. 四次方展開為 

ሺ 𝑥 + 1 ሻ4 = 𝑥4 + 4𝑥3 + 6𝑥2 + 4𝑥 + 1  
係數分別為 1 4 6 4 1，這是在巴斯卡三角形第幾行？ 

答案：第五行 

II. 若要把係數全部相加，請問 𝑥 應代入哪一個數字？ 

答案：𝑥 = 1 

(3) 請學生試著說明第 𝑛 列數字總和為 2𝑛−1 的結論 

2. 講解規律G：以十進位制觀察，第 𝑛 列為 11𝑛−1 

(1) 我們知道當 𝑥 = 1 代入時第 𝑛 列數字總和為 2𝑛−1， 

請問 𝑥＝10 時，巴斯卡三角形每一列的數字有什麼性質嗎？ 

答案： 

第 𝑛 列的數字合併為11𝑛−1 

第1列為→1=111−1 = 110 

第2列為→11=112−1 = 111 

第3列為→121=113−1 = 112 

第4列為→1331=114−1 = 113 

第5列為→14641=115−1 = 114 

(2) 教師提問：為何第六列為 1 5 10 10 5 1 ≠ 116−1 = 115 =

1 6 1 0 5 1？ 

答案： 

要以十進制來看，若超過二位數需進位至下一位  

可以先從直式乘法來觀察（進位的問題） 

  1 4 6 4 1 

×      1 1 

  𝟏 𝟒 𝟔 4 1 

 1 𝟒 𝟔 𝟒 1  

 1 𝟔 𝟏 𝟎 5 1 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

二、 

活動三 

15分 

(33) 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

二、 

活動三 

口頭發

表、學

習單、

觀察記

錄 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

二、 

活動三 

學習單

P7.、 

PPT 

P20. 

~35. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



寫至巴斯卡三角形 

巴斯三角形 

第六列為 
1 5 10 10 5 1 

115 1 5 + 1(進位) 0 + 1(進位) 0 5 1 
 

(3) 試用巴斯卡三角形特性來計算 117 =？ 

答案： 

117 要看巴斯卡三角形第八列 

巴斯三角形 

第八列為 
1 7 21 35 35 21 7 1 

117 1 7 + 2 1 + 3 5 + 3 5 + 2 1 7 1 

117 1 9 4 8 7 1 7 1 
 

 

活動四：解釋規律K 

1. 講解聖誕襪定理 

(1) 學生觀察巴斯卡三角形的聖誕襪（高爾夫球桿）的性質 

 

(2) 教師提問：如何用巴斯卡定理來解釋聖誕定理 

先讓學生自行思考，提出方法來解釋 

答案 

 
 

活動五：解釋規律C、D、E 

1. 引導學生觀察規律C、D、E 

教學指引： 

教師觀察學生於活動一寫下的規律，視教學時間彈性調整決定是

否解釋以下規律。 

2. 引導學生解釋規律 

C. 左右第二斜列是 1、2、3、4 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

活動四 

10分 

(43) 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

活動五 

教師試

時間彈

性補充 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

活動四 

口頭發

表、學

習單、

觀察記

錄 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

活動五 

口頭發

表、學

習單、

觀察記

錄 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

活動四 

學習單

P7.、 

PPT 

P36. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

活動五 

學習單

P8.、 

PPT 

P37. 

~39. 

 

10  10  1  5  5  1  

6  4  1  4  1  

3  1  1  3  

1  1  2  

1  1  

1  6  15  20  15  6  1  

10  10  1  5  5  1  

6  4  1  4  1  

3  1  1  3  

1  1  2  

1  1  

1  6  15  20  15  6  1  



 
請解釋「三角形數」與「四面體數」是什麼？ 

三角形數：是將圓球排成正三角形所需要的圓球數 

四面體數：是將圓球排成正四面體所需要的圓球數 

請畫出「三角形數」與「四面體數」每一層增加的球數。 

層數 三角形數 圓球數量 四面體數 圓球數量 

1  1  1 

2  2 
 

3 

3  3 
 

6 

「三角形數」與「四面體數」的數字關係與巴斯卡三角形中的數字

哪部分有關係？為什麼? 

三角形數每一層的數量都是巴斯卡三角形中左右第三斜列的數字 

四面體數每一層的數量都是巴斯卡三角形中左右第四斜列的數字 

D. 左右第三斜列是三角形數(1、3、6、10、15…) 

 

E. 左右第四斜列是四面體數(1、4、10、20…) 

 

 

三、綜合/總結活動 

1. 教師統整學生觀察巴斯卡三角形中的數字規律與性質 

(1) 在二項式展開式中，當 𝑥 代入不同數字， 

巴斯卡三角形各項與 2𝑛、11𝑛 關連與結構。 

(2) 巴斯卡定理中的聖誕襪定理 

(3) 巴斯卡定理的其他規律 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

三、 

總結 

2分 

(45) 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

三、 

老師總

結,無評

量 

10  10  1  5  5  1  

6  4  1  4  1  

3  1  1  3  

1  1  2  

1  1  

1  6  15  20  15  6  1  

21  35  1  7  35  21  7  1  

28  56  1  8  70  56  28  8  1  

36  84  1  9  126  126  84  36  9  1  

10  

6  4  

6  

3  3  

3  

2  1  

20  

10  10  

10  

4  6  

4  

3  1  
4  



第四節教學活動 時間 評量 備註 

一、引導活動 

簡單回憶何謂巴斯卡三角形，及巴斯卡三角形的架構及性質 

 

二、發展活動 

活動一：理解題意 

1. 說明課程的目標問題 

今天我們來討論一個特別的問題，「對於一個任意的正整數，可以將

這個正整數寫成一堆正整數的相加。」 

例如 3，則 3 可以寫成 1 + 1 + 1 or 2 + 1 or 1 + 2 共三種方法。 

2. 請同學用一些時間討論接下來的問題 

試著找出正整數 5 總共有幾種相加的方法？ 

(1) 視討論狀況請同學上台發表，要請學生講解過程 

(2) 教師可引導學生整理出 5 相加的所有的方法數 

答案：16 

5 相加的方法 

堆數 1 堆 2 堆 3 堆 4 堆 5 堆 

數字 5 5 

1 + 4 

4 + 1 

2 + 3 

3 + 2 

3 + 1 + 1 

1 + 3 + 1 

1 + 1 + 3 

2 + 2 + 1 

2 + 1 + 2 

1 + 2 + 2 

2 + 1 + 1 + 1 

1 + 2 + 1 + 1 

1 + 1 + 2 + 1 

1 + 1 + 1 + 2 

1 + 1 + 1
+ 1 + 1 

方法數 1 4 6 4 1 

5 有 16 種相加的方法 

 

活動二：尋找規律 

1. 試著找出正整數 6 總共有幾種相加的方法的方法數？ 

(1) 視討論狀況請同學上台發表，要請學生講解過程 

(2) 教師可引導學生利用表格整理數字 6，相加堆數由小到大的方法數 

答案：32 

相加堆數由小到大的方法數： 

堆數 1 堆 2 堆 3 堆 4 堆 5 堆 6 堆 

數字 6 1 5 10 10 5 1 

6 有 32 種相加的方法 

 

活動三：猜測一般式 

1. 猜一猜一般的情形為何？ 

(1) 教師可看同學討論狀況給予協助，可提示同學先列舉幾個較小數字

的方法數 

(2) 嘗試將這些方法數做分類，從較小數字的方法數到較大數字的方法

數，之間是否存在某些關係，請同學觀察看看 

(3) 如果有較快想出的學生，可以直接進入問題4； 

5分鐘如有沒想法的組別，可以請完成組別的同學上台發表 

答案：𝑛 有 2𝑛−1 種相加的方法 

尋找方法： 

(1) 先列舉幾個較小數字的方法數 

數字 2 3 4 5 6 7 

方法數 2 4 8 16 32 64 

一、 

3分 

(3) 

二、 

活動一 

8分 

(11) 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

活動二 

15分 

(26) 

 

 

 

 

 

 

 

活動三 

15分 

(41) 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

一、 

口頭發

表 

二、 

活動一 

口頭發

表、學

習單、

觀察記

錄 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

活動二 

口頭發

表、學

習單、

觀察記

錄 

 

 

 

 

活動三 

口頭發

表、學

習單、

觀察記

錄 

 

 

 

 

 

 

PPT 

P40. 
一、 

PPT 

P41. 

二、 

活動一 

學習單

P9.、 

PPT 

P42. 

~43. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

活動二 

學習單

P9.、 

PPT 

P44. 

 

 

 

 

 

活動三 

學習單

P9.、 

PPT 

P45. 

 



(2) 嘗試將這些方法數做分類 

2 =  2  1 + 1    

3 =  3  2 + 1  

1 + 2  

1 + 1 + 1   

4 =  4  3 + 1  

1 + 3  

2 + 2  

2 + 1 + 1  

1 + 2 + 1  

1 + 1 + 2  

1 + 1 + 1 + 1  

(3) 從上面兩種可以推得方法數有 2𝑛−1 種 

 

三、綜合/總結活動 

教師依據學生的發現來做最後統整，可以利用表格或其他方法找出一般

的情況，但教師要清楚統整一班化情況為 2𝑛−1 種，以方便下堂課教學接

續討論。 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

三、 

4分 

(45) 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

三、 

老師講

解，無

評量方

式 

第五節教學活動 時間 評量 備註 

一、引導活動 

回顧上堂課所討論之問題，回顧已做過的討論及一般化情況。 

 

二、發展活動 

活動一：解釋與證明 

1. 請同學試著說明活動三問題的結果，為何會呈現這樣的關係？ 

(1) 教師可視情況引導學生 

I. 引導學生利用表格觀察規律， 

堆數 1 堆 2 堆 3 堆 4 堆 5 堆 6 堆 7 堆 

數字 2        

數字 3        

數字 4        

數字 5        

數字 6        

數字 7        

II. 引導學生連結其與巴斯卡三角形的關係 

例如：3 的情況數為 1 + 2 + 1、4 的情況數為 1 + 3 + 3 + 1 

為何不同數量的組合數，剛好對應巴斯卡三角形？ 

III. 觀察巴斯卡各列的總和來說明，為何會變成 2𝑛−1結果 

堆數 

數字 

1 
堆 

2 
堆 

3 
堆 

4 
堆 

5 
堆 

6 
堆 

7 
堆 

總和 

2 1 1      1 + 1  
3 1 2 1     1 + 2 + 1  
4 1 3 3 1    1 + 3 + 3 + 1  

5 1 4 6 4 1   
1 + 4 + 6 +
4 + 1  

6 1 5 10 10 5 1  
1 + 5 + 10 +
10 + 5 + 1  

7 1 6 15 20 15 6 1 
1 + 6 + 15 +
20 + 15 + 6 +
1  

不同數量的組合數，剛好對應巴斯卡三角形 

又巴斯卡三角形各列總和等於 2𝑛−1 

一、 

3分 

(3) 

二、 

活動一 

32分 

(35) 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

一、 

教師講

解 

二、 

活動一 

口頭發

表、學

習單、

觀察記

錄 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

PPT 

P46. 

~47. 

二、 

活動一 

學習單

P10.、 

PPT 

P48. 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



 

教學指引： 

除了方法數為 2𝑛−1 外，教師也可以引導學生發現數字 𝑛 分解

的方法數 𝑎𝑛 會等於 𝑎1 + 𝑎2 + 𝑎3 + ⋯ + 𝑎𝑛−1 + 1 

(2) 請學生上台發表–請每組學生上台發表自己的發現 

 

活動二：其他證明方法 

1. 詢問學生，有沒有更快又更好的方式來說明這漂亮的結果？ 

引導學生思考「若將桌上有 𝑛 個相同的球分成若干堆（每堆數量可不

同），則共有幾種分組方法？」 

(1) 先想想看如果只有 4 個球，可以怎麼分？試著動手畫畫看！ 

1 堆 2 堆 

 

 
3 堆 4 堆 

 

 

  

 

(2) 那如果 𝑛 個球，可以怎麼分？ 

教師可以引導學生觀察分組的切割方式和數字的加號分隔有對

應關係。 

分球的方法和把數字拆分的方法相同：「」等於算式中的

「+」 

如： 對應到算式 1 + 2 + 1 

故 𝑛 個球分組的方法數有 2𝑛−1 種 

(3) 詢問有沒有更漂亮的解釋方法？（利用排列組合的插空法來說明） 

從四個球的情形看， 

分組其實就是決定是否要在兩顆球之間畫「」。 

4 個球有 3 個空格，因此分法有 2 × 2 × 2 = 23 種 

𝑛 個球有 𝑛 − 1 個空格，因此分法有 2𝑛−1 種 

 

三、綜合/總結活動 

教師可依據學生的發現來做最後統整，學生可能會有的發現： 

設數字 𝑛 分解的方法數 𝑎𝑛 

 

 

 

 

 

活動二 

5分 

(40) 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

活動二 

口頭發

表、學

習單、

觀察記

錄 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

活動二 

學習單

P11.、 

PPT 

P49. 

~P53. 



1. 利用表格歸納出各方法數之間的關係，得到 𝑎𝑛 = 2𝑛−1 

2. 〈 𝑎𝑛 〉 為等比數列 

3. 𝑎𝑛 = 𝑎1 + 𝑎2 + 𝑎3 … + 𝑎𝑛−1 + 1 

4. 比較巴斯卡三角形每列的數字與數字拆解的方法，得出 𝑎𝑛 = 2𝑛−1 

5. 原題目可以含分組問題做比較，並可利用排列組合方法說明 𝑎𝑛 =

2𝑛−1 

 

 

 

 

三、 

5分 

(45) 

 

 

 

 

 

三、 

老師講

解，無

評量方

式 

 

四、教學省思及建議  （如：課程教學、環境佈置…等）(下框若不敷使用，可自行調整。) 

1. 本堂課著重在學生討論完成任務，藉由學習單與教師的問題引導可以看出學生不斷的修正想

法，從單純列數的到使用方法整理歸類，可以看出學生學習思維的成長。 

2. 教師可以多準備不同的方法，依學生回答彈性調整課程。當學生有不同於教師的預期結果時，

教師應先加以鼓勵及肯定，再來討論方法的可行性，可以增進學生願意嘗試的動機。 

3. 可以讓學生練習將想法記錄下來(盡量用白紙)，可以幫助來釐清頭緒，也幫助後面的發想與討

論。教師也可利用口頭詢問的方式，引導學生自己口述出來。 

4. 當不同組學生討論有不同想法時，可以讓兩組學生都上台講解，互相討論彼此的同質性及異質

性，且透過兩組不同的發想與共同討論，能使學生對自己同儕的想法有更深的認識與理解。 

5. 第四節課討論數的分解時，因學生一開始可能尚未有系統的使用列舉法，因此教師可以觀察學

生的作法，強調與提示學生將其寫下的算式做分類，或可從不同拆解法的算式中尋找規則。 

6. 第五節課討論證明時，可以於討論一段時間後聚焦，要求學生觀察分解方法數與巴斯卡三角形

的關係。事後也可從不同的數字分解的過程之中尋找分解方法數的遞迴式，強化學生理解問題

與巴斯卡三角形的關聯。 

 

五、附件 

附件一 課程PPT 

附件二 課程學習單 

  

※附件示例說明※ 

1、教材：講義或PPT等。 

2、補充資料。 

3、學生學習單。 

4、教學活動評量。 

5、學生回饋。 

6、學生成果： 

(1)學習單：佳作至少三份掃描電子檔。 

(2)海報：請拍照並繳交照片。 

(3)影片：學生口頭發表、實驗實作等課程實錄。全部影片或重要片段。 

※注意事項※ 

1、請留意版權： 

盡量使用自編教材、照片或圖片。若參考使用網路或其他來源之資源，請標註出處。 

2、請留意學生個資保護： 

      學生學習單資料請遮蔽或請勿呈現其班級、姓名、座號。 



附件一 課程PPT 
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附件二 課程學習單 【巴斯卡三角形的認識與應用】 

 學習單1 
班級：       姓名：       

 

活動一 

展開並化簡多項式 ሺ 𝑥 + 3 ሻሺ 𝑥 − 2 ሻ = 

 

活動二 

除了課本學過的橫式及直式運算外，多項式乘法也可以這樣算： 

你可以每一個多項式的括號看做一個袋子  

每個袋子裡面有兩種球，一種標註 𝑥，另一個標註數字，如圖。 

第一袋  

第二袋  

1. 回答下列問題 

(1) 若每個袋子中取一個球，請問有幾種取法？ 

 

(2) 若將取球的情形做分類，你會怎麼分？ 

 

 

 

 

 

 

2. 展開並化簡 ሺ 𝑥 + 1 ሻ2 

(1) 先利用橫式、直式或乘法公式（擇一）展開並化簡 ሺ 𝑥 + 1 ሻ2。 

 

 

 

 

 

 

 

 

(2) 利用取球的方法說明化簡 ሺ 𝑥 + 1 ሻ2 後的結果。 

 

  

𝑥  −2  

3  𝑥  

𝑥  1  

𝑥  1  
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3. 展開並化簡 ሺ 𝑥 + 1 ሻ3 

(1) 先利用橫式、直式（擇一）展開並化簡 ሺ 𝑥 + 1 ሻ3。 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

(2) 利用取球的方法說明化簡 ሺ 𝑥 + 1 ሻ3 後的結果。 

 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

4. ሺ 𝑥 + 1 ሻ2、ሺ 𝑥 + 1 ሻ3 化簡後的係數與取球方法有什麼關係？ 

  

𝑥  1  

𝑥  1  

𝑥  1  
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活動三 

1. 若要計算 ሺ 𝑥 + 1 ሻ4、ሺ 𝑥 + 1 ሻ5，你會使用哪一種方法？為什麼？ 

2. 展開並化簡下列多項式。 

(1) ሺ 𝑥 + 1 ሻ4 

(2) ሺ 𝑥 + 1 ሻ5 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

活動四 

1. 將 ሺ 𝑥 + 1 ሻ𝑛, 𝑛 = 1, 2, 3, 4, 5 的計算結果依照各項填入下表整理（若有缺項可不填）。 

如 ሺ 𝑥 + 1 ሻ1 = 𝑥 + 1，則在 𝑥 項與常數項下方欄位填入「𝑥」與「1」，其餘欄位空白。 

項 

多項式 
𝑥5 𝑥4 𝑥3 𝑥2 𝑥 1 

ሺ𝑥 + 1ሻ1     𝑥 1 

ሺ𝑥 + 1ሻ2       

ሺ𝑥 + 1ሻ3       

ሺ𝑥 + 1ሻ4       

ሺ𝑥 + 1ሻ5       

 

 

2. 從上表中你觀察到什麼規律？ 
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 【巴斯卡三角形的認識與應用】 

 學習單2 
班級：       姓名：       

 

活動一 

請從「學習單1活動二」求 ሺ 𝑥 + 1 ሻ3 的過程中，寫下「將 ሺ 𝑥 + 1 ሻ3 展開並做降冪排列，各項的係數

依照降冪排列依序為巴斯卡三角形的第三列」可能的原因。 

 

  



5 

活動二 

1. 想想看 ሺ 𝑥 + 1 ሻ𝑛 的係數有兩個變量，要怎麼表示會比較好？ 

 

 

2. 利用符號，寫下 ሺ 𝑥 + 1 ሻ3 的展開式： 

ሺ 𝑥 + 1 ሻ3 = ＿＿＿𝑥3 + ＿＿＿𝑥2 + ＿＿＿𝑥 + ＿＿＿  

3. 請將巴斯卡三角形前五排的每一個數字改用符號表示。 

 
4. 利用符號寫出巴斯卡三角形的關係式。 

 

 

5. 利用符號完成 ሺ 𝑥 + 1 ሻ𝑛 係數與巴斯卡三角形的關係的證明。 

已知：ሺ 𝑥 + 1 ሻ𝑛 = ＿＿＿𝑥𝑛 + ＿＿＿𝑥𝑛−1 + ⋯ + ＿＿＿𝑥 + ＿＿＿  

   ሺ 𝑥 + 1 ሻ𝑛+1 = ＿＿＿𝑥𝑛+1 + ＿＿＿𝑥𝑛 + ⋯ + ＿＿＿𝑥 + ＿＿＿  

求證： 

證明： 

𝐶0
2  𝐶1

2  
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 【巴斯卡三角形的認識與應用】 

 學習單3 
班級：       姓名：       

 

活動一 

請列出至少8列的巴斯卡三角形 

 

活動二 

從上面的巴斯卡三角形數字中，除了上面兩數相加等於下面的數字，你還能從中觀察到其他特殊規律嗎？ 

  

1  1  2  

1  1  

1  
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活動三 

(1) 想想看為何第 𝑛 列數字總和為 2𝑛−1？ 

提示：試試看把ሺ 𝑥 + 1 ሻ4四次方的展開式展開並寫出來。 

 

寫出來的係數是巴斯卡的第幾列呢？ 

 

 

 

 

(2) 請問 𝑥＝10 時，巴斯卡三角形每一列的數字有什麼性質嗎？ 

 

 

 

 

(3) 為何第六列為 1 5 10 10 5 1 ≠ 1 6 1 0 5 1？ 

 

 

 

(4) 試用巴斯卡三角形特性來計算請問 117 =？ 

 

 

 

 

活動四 請利用巴斯卡定理來解釋聖誕襪定理 
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活動五  

1. 請說明巴斯卡三角形中第二斜列的數列有什麼規律？為什麼？ 

 

2. 請解釋「三角形數」與「四面體數」是什麼？ 

 

 

 

 

 

 

3. 請畫出「三角形數」與「四面體數」每一層增加的球數。 

層數 三角形數 圓球數量 四面體數 圓球數量 

1     

2   
 

 

3   
 

 

4     

5     

6     

4. 「三角形數」與「四面體數」的數字關係與巴斯卡三角形中的數字哪部分有關係？為什麼？ 
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 【巴斯卡三角形的認識與應用】 

 學習單4 
班級：       姓名：       

 

對於一個任意的正整數，可以將這個正整數寫成一堆正整數的相加。 

例如：3 可以寫成 1 + 1 + 1 或 2 + 1 或 1 + 2，共三種方法 

活動一 

試著找出正整數 5 總共有幾種相加的方法？ 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

活動二 

試著找出正整數 6 總共有幾種相加的方法？ 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

活動三 

猜一猜正整數 𝑛 總共有幾種相加的方法？請把一般式寫出來？ 
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 【巴斯卡三角形的認識與應用】 

 學習單5 
班級：       姓名：       

 

對於一個任意的正整數，可以將這個正整數寫成一堆正整數的相加。 

例如：3 可以寫成 1 + 1 + 1 或 2 + 1 或 1 + 2，共三種方法 

活動一 

根據「學習單4中活動三」的猜測： 

若將一個任意的正整數 𝑛 寫成一堆正整數的相加，共有＿＿＿種相加的方法。 

請說明為何上面的敘述正確？ 
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活動二 

將桌上有 𝑛 個相同的球分成若干堆（每堆數量可不同） 

 

1. 若 𝑛 = 4，有幾種分組情形？試著動手畫畫看！ 

 

 

 

 

 

 

2. 若將桌上有 𝑛 個相同的球分成若干堆（每堆數量可不同），則共有幾種分組方法？ 

 

 

 

 

 

 

3. 想想看，分球的問題和拆數字的有什麼關聯？兩者間有什麼相同或相異之處？ 

 

 

 

 

 

4. 除了用第2.題的方法外，請用其他方式解釋兩個問題的結果。 

 

 

 

 

 

 

 

 

… 


