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國中獨立研究課程—獨立式教案 

整數分割的認識與應用 
 

一、課程簡介 
 

給使用者 

的話 

如:設計理念、課程類型(特殊需求領域或議題)……等。 

本課程為特殊需求領域的獨立研究融入數學學科之模組，課程內容為介紹整數

分割的定義、性質及應用，適用對象為國中七或八年級的學生，活動時間四節課。

第一節課先說明整數分割的定義與基本示例，計算正整數 10 以內的分割方法數，將

其列表整理，讓學生觀察並找尋規律；第二節課主要為證明第一節課觀察的結果，

一開始引導學生從表格中的方法數找尋關聯性，接著將分割parts以「含 1」及「不含

 1」兩種情況討論，進而列出遞迴式並進行驗證；第三節課將數字轉成圖像，改以視

覺角度來探討整數分割的性質，每一種分割都能對應一個楊圖，透過楊圖及其共軛

圖，可直觀的看出分割的方法數及各part的大小關係，是一個非常好用的工具；第四

節課帶領大家認識在「整數分割」領域有重大貢獻的數學家-拉馬努金及哈代，透過

了解這些數學家的成長及研究歷程，期能對學生有所引發。 

本課程的設計理念是希望學生能從顯而易見之處，發想問題，進行思考，進而

察覺到背後的數學知識。從簡單的正整數數列及方格中，建立解決問題的程序，用

數學語言寫下規則，並能嘗試說明原由。藉由教師引導和同儕討論的過程中，學生

能培養問題探究與獨立思考的能力，且能夠利用邏輯理性表達自己的想法。 

單元架構 

註:依照課程內容擬定架構表。(請圖示並置中) 

 

整數分割的 

認識與應用 

整數分割的 

探索與證明 

楊圖的介紹 

與應用 

數學家介紹 

第1節：整數分割的介紹 

･理解題意 

･從實際數字做試驗與列舉 

･系統化整理列式，並對一般化情形臆測 

第2節：整數分割的性質說明 

･透過同儕討論修正想法與臆測 

･遞迴式的猜想與驗證 

･一般式的可行性及其他規律的探究 

第3節：楊圖在整數分割的應用 

･認識楊圖與整數分割的對應關係 

･共軛圖及自共軛圖的特性 

･從楊圖分析整數分割的性質 

第4節：真想認數你 

･認識印度數學家-拉馬努金 

･拉馬努金的伯樂-哈代 

･拉馬努金在整數分割的貢獻 

字體：標楷體 大小：12 間距：單行間距 
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教材特色 

與分析 

1. 本課設計是由基本學習內容「整數的四則運算」單元的延伸課程。學生透過不同

的加法運算觀點對整數做分割，找到分割方法數的遞迴式，再將整數分割以楊圖呈

現，從圖形的特性發現並推論整數分割的性質，最後以在整數分割領域有重大發現

的數學家-拉馬努金的介紹做總結。 

2. 課程活動安排先為先理解問題，接著根據問題做試驗、觀察、並解釋。除了用數

字及觀察圖形作解釋外，更期望學生能以數學語言寫下其想法。 

3. 在解決正整數分割問題時，可以讓學生發想以不同角度、論點去切入問題，並且

透過驗證與事實解釋得合理性，進行批判論點或判斷驗證的正確性，並提出假

設、結論或解決問題的方案。 

4. 課程中教師主要為引導者，課程進行著重學生自主行的討論及發想，透過同儕之

間的討論，學生能夠自己導出數學原理，教師可看學生討論方向適當地給予提

示。 

5. 除整數分割的問題外，也加入數學家拉馬努金和哈代的介紹，借助歷史將數學理

論與數學發現連結起來。 

 

二、課程計畫 
 

單元名稱 整數分割的認識與應用 

適用對象 ■ 七年級 ■ 八年級 □ 九年級 設計者 

 

光明國中 張順良老師 

大成國中 陳怡君老師 

中壢國中 潘佳伶老師 

青埔國中 陳麗雯老師 

活動時間 4節（每節45分，共180分） 設計期間 113.04~113.07 

核心素養 

編碼說明－1.例：「創-E-A2」可分為三碼，第一碼「創」為創造力課綱縮寫、第二碼「E」為國民小學階

段、 

第三碼「A2」為核心素養九個面向的A2素養。(詳見創造力課綱頁3-5) 

2. 至多挑選3項核心素養填入即可。 

數學 

1. 數-J-B1 

具備處理代數與幾何中數學關係的能力，並用以描述情境中的現象。能在經驗範

圍內，以數學語言表述平面與空間的基本關係和性質。能以基本的統計量與機

率，描述生活中不確定性的程度。 

2. 數-J-C2 

樂於與他人良好互動與溝通以解決問題，並欣賞問題的多元解法。 

 

特獨 

1. 特獨-J-A2 

提出適切的探究問題，依據習得的知識，透過獨立思考與分析，提出可能的問題

解決模式，並實際驗證及解析。 

2. 特獨-J-C2 

透過獨立研究小組學習，發展與同儕溝通、共同參與、執行及討論的能力，能接

納不同意見，具備與人和諧互動技巧。 

學習表現 

編碼說明－ 

1.例：「1a-Ⅳ-2」可分為三碼，第一碼「1a」的「1」代表四個主題軸的第1個；「a」代表14個次項 

目代碼、第二碼「Ⅳ」代表第四學習階段、第三碼為流水號。(詳見創造力課綱頁7-14) 

2.至多挑選5項符應單元之學習表現填入。          

 3.依照融入科目，找尋對應之普教課綱學習表現，貼入幾項即可。 

數學 

數n-IV-7 辨識數列和圖形的規律性，以數學符號表徵生活中的數量關係與規律，認
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識等差數列與等比數列，並能依首項與公差或公比計算其他各項。能察覺

問題規律，並以遞迴方式表現。 

數s-IV-5 理解應用線對稱的意義和線對稱圖形的幾何性質做推論與證明，並能應用

於解決幾何與日常生活的問題。 

數a-IV-1 理解並應用符號、圖形及文字敘述表達概念、運算、推理及證明。 

 

特獨 

特獨1b-Ⅳ-2 主動與同儕合作完成小組獨立研究活動內容並達成目標。 

學習內容 

說明－找尋對應之普教課綱學習內容，貼入幾項即可。 

數學 

數N-8-3 認識數列：生活中常見的數列及其規律性（包括圖形的規律性）。 

數S-7-5 線對稱的基本圖形：等腰三角形；正方形；菱形；箏形；正多邊形；

楊圖。 

數S-9-11 證明的意義：幾何推理（須說明所依據的幾何性質）；代數推理（須

說明所依據的代數性質）。 

 

特獨 

特獨B-Ⅳ-1 批判思考能力訓練。 

單元目標 

1. 理解整數分割的意義： 

學生能夠清楚描述什麼是整數分割，並列舉出正整數 10 以內的所有分割方法。 

2. 觀察與歸納整數分割的關係： 

學生能從計算結果中觀察並歸納出初步的規律及特徵。 

3. 證明整數分割的遞迴式： 

學生能夠利用表格中的數據找出關聯性，並熟悉「包含 1」和「不包含 1」兩種

情況下的分割方法，並能建立遞迴式及進行簡單的驗證。 

4. 理解及應用楊圖解決問題： 

學生能將整數分割轉換成楊圖表示，並使用楊圖及其共軛圖將整數分割概念圖像

化，以解決整數分割的相關性質。 

5. 透過數學家建立良師典範： 

學生認識拉馬努金與哈代這兩位對「整數分割」研究有重大貢獻的數學家，了解

他們的主要成就以及研究歷程，培養對數學研究的興趣與熱情。 

區分性教

學之調整 

(學習內容、學習歷程、學習環境、學習成果(評量)調整…等，可另增加起點能力評

量等欄位) 

組別 

(約2~3組) 
高能力組 低能力組 

內容 

第一節 

根據制定的進度計畫展開教學，

並鼓勵學生提出具開放性的問

題，讓他們自主探索與思考。同

時，引導學生設計實驗，以發掘

出最佳的解答。 

第二節 

能自行組織與歸納，透過學習單

的範例的展示，找出本節課欲展

示的遞迴式，並推廣到一般形式

的證明。 

第三節 

能理解並活用楊圖及分割之間的

第一節 

清晰且詳盡地闡明整數分割的定

義，並逐步列舉出 5 以內正整數

的所有可能分割方式，隨後再提

升難度，系統性地呈現 10 以內

正整數的分割方法。 

第二節 

可透過教師引導，利用多個例子

找出本節課欲展示的遞迴式，並

能利用多個範例說明其觀察到的

規律。 

第三節 

能將整數的分割用楊圖表示，並
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轉化，透過楊圖，察覺並證明部

分整數分割的問題，如：某兩種

分割方式的數量一樣。 

第四節 

能藉由觀賞影片內容理解並回答

學習單或課堂提問的相關問題並

且有能力表達自己獨到的看法與

見解。 

判別出共軛圖及自共軛圖。且能

從楊圖找到部分的共軛或自共軛

分割。 

第四節 

能藉由觀賞影片內容理解並回答

學習單或課堂提問的相關問題。 

過程 

透過小組討論，成員們可以共享

各自所發現的規律，深入展示其

探究的成果，同時接受同儕的質

詢與反饋。 

採用系統化的引導方法與重點突

破策略，專注於一個特別明顯且

具代表性的案例（例如：求p5的

值），讓學生體驗到成功所帶來

的成就感。 

成果 

藉由上臺分享、同儕提問與回饋

的形式，確認學生對知識的深度

掌握程度。 

以學習單的內容為基礎，透過師

生之間互動問答的方式，引導學

生闡述自己所發現的知識與見

解。 
 

參考資料 

1. 學用數學。（2013年12月18日）(DM16-20131223-01) 整數分割介紹。 Youtube。

https://youtu.be/fho0LqDXT38?si=S2Om1kj1LcTEZnwJ 

2. 組合數學。（2022年3月27日）。3.3.1 整数拆分（1）。Youtube。 

https://youtu.be/POVljPD5lY0?si=3s99hkVXyzehuNtT 

3. 組合數學。（2022年3月27日）。3.3.2 整数拆分（2）。Youtube。 

https://www.youtube.com/watch?v=ryggOGma3Dg 

4. 組合數學。（2022年3月27日）。3.4.1 Ferrers圖像。Youtube。 

https://www.youtube.com/watch?v=J3ggZbSP3AU 

5. 數感實驗室。（2021年2月18日）。數學電影推薦｜天才無限家！從印度貧戶到
英國皇家研究員，拉馬努金傳奇的一生！Youtube。 

https://youtu.be/TkaaCSFFdF0 

6. 數學無極限。（2022年12月17日）。英國古怪而才華橫溢的數學家哈代。

Youtube。https://youtu.be/SjQNWWXjeDI 

7. 昌爸工作坊 http://www.mathland.idv.tw/fun/taxicab.htm 

8. 天才無限家─拉馬努金，一位印度千年難遇的數學家 

Youtube。https://www.youtube.com/watch?v=xxtry4q4TT4 

9. 桃園中等學校資賦優異課程工作坊2024年6月13日課程講義。 

https://youtu.be/TkaaCSFFdF0
https://youtu.be/SjQNWWXjeDI
http://www.mathland.idv.tw/fun/taxicab.htm
https://www.youtube.com/watch?v=xxtry4q4TT4
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三、各單元教學活動 

第一節教學活動 時間 評量 備註 

一、引導活動 

1－1 相同的球放入相同的箱子 

問題1.：將 3 顆相同顏色的球，放入3個相同的箱子，若允許空箱子的

話。請列出所有可能的結果？ 

參考答案：( 3, 0, 0 )、( 2, 1, 0 )、( 1, 1, 1 )，共 3 種結果。 

 
1－2 確認順序無關 

問題：在情境問題中，( 3, 0, 0 )、( 0, 3, 0 )、與 ( 0, 0, 3 )是否為相異的

結果？為什麼？ 

說明：如果學生在解決情境問題的過程中，出現兩種不同的結果，可

以據此引導學生進行深入討論；而若學生的答案趨於一致，則

可引導他們進一步思考探討。 

參考答案：相同的結果。由於這些箱子完全相同關係，因此我們無法

確定究竟是某個箱子被挪動了位置，還是球實際上移到了另一

個箱子裡。 

 
二、發展活動 

2－1 整數分割問題 

問題1.：將 3 寫成正整數的和，順序不同視為同一種（例如：2 + 1 =

1 + 2 都是同一種方法），有幾種方法？ 

參考答案：3 = 2 + 1 = 1 + 1 + 1，共 3 種方法。 

 

問題2.：你覺得「相同球分堆問題」與「整數分割問題」是否有相同

意義？說明你的理由。 

說明：引導學生觀察發現「整數分割與相同物品分堆」意義是相同

的。 

 

2－2 給予 𝑝𝑛 的定義 

問題1.：上述將3寫成正整數和的問題，稱之為「整數分割（Partitions 

of an Integer）」。我們將正整數n的分割方法數記為 𝑝𝑛，例

如： 𝑝3 = 3。試完成下表。 

𝑛 1 2 3 4 5 6 

𝑝𝑛        

 

參考答案： 

𝑛 1 2 3 4 5 6 

𝑝𝑛 1 2 3 5 7 11 

 

問題2.：根據上表預測 𝑝7 的值？ 

說明：給予學生大約30秒的時間進行預測，並預期有些學生可能會因

為觀察到質數的特性而猜測 𝑝7 = 13。無論學生們的答案如

何，都應該鼓勵他們自行驗證其預測是否正確。 

參考答案：15。 

 

2－3 給予 𝑝𝑛,𝑘 的定義 

 

1－1 

2分 

(2) 

 

 

 

 

1－2 

3分 

(5) 

 

 

 

 

 

 

 

 

2－1 

2分 

(7) 

 

 

 

 

 

 

 

 

2－2 

12分 

(19) 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

2－3 

23分 

 

1－1 

口頭發

表、學

習單 

 

 

 

1－2 

小組討

論、 

口頭發

表、 

學習單 

 

 

 

 

2－1 

即問即

答、學

習單 

 

 

 

 

 

 

 

2－2 

小組討

論、 

口頭發

表、 

觀察記

錄、 

學習單 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

2－3 

小組討

 

1－1 

學習單

P1 

活動一 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

2－1 

學習單

P1 

活動二 

 

 

 

 

 

 

 

2－2 

學習單

P1 

活動三 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

2－3 

學習單 
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問題1.：將 5 寫成 3 個正整數的和有 2 種方法（3 + 1 + 1 與 2 + 2 +

1），我為記為 𝑝5,3 = 2。試求出 𝑝6,2 的值？ 

參考答案：3。∵  6 = 5 + 1 = 4 + 2 = 3 + 3 

 

問題2.：請完成 𝑝𝑛,𝑘 表。 

𝑛 𝑝𝑛,1 𝑝𝑛,2 𝑝𝑛,3 𝑝𝑛,4 𝑝𝑛,5 𝑝𝑛,6 𝑝𝑛,7 𝑝𝑛,8 𝑝𝑛,9 𝑝𝑛,10  𝑝𝑛 

1           1 

2           2 

3           3 

4           5 

5           7 

6           11 

7           15 

8            

9            

10            

參考答案： 

𝑛 𝑝𝑛,1 𝑝𝑛,2 𝑝𝑛,3 𝑝𝑛,4 𝑝𝑛,5 𝑝𝑛,6 𝑝𝑛,7 𝑝𝑛,8 𝑝𝑛,9 𝑝𝑛,10  𝑝𝑛 

1 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 

2 1 1 0 0 0 0 0 0 0 0 2 

3 1 1 1 0 0 0 0 0 0 0 3 

4 1 2 1 1 0 0 0 0 0 0 5 

5 1 2 2 1 1 0 0 0 0 0 7 

6 1 3 3 2 1 1 0 0 0 0 11 

7 1 3 4 3 2 1 1 0 0 0 15 

8 1 4 5 5 3 2 1 1 0 0 22 

9 1 4 7 6 5 3 2 1 1 0 30 

10 1 5 8 9 7 5 3 2 1 1 42 

 

三、綜合/總結活動 

3－1 觀察表格、發現規律 

問題1.：觀察表格，你發現什麼規律？ 

說明： 

參考答案： 

1. 𝑝𝑛,1 = 𝑝𝑛,𝑛−1 = 𝑝𝑛,𝑛 = 1 

2. 當 𝑘 > 𝑛 時，則 𝑝𝑛,𝑘 = 0 

3. 當 𝑛 ≥ 4 時，𝑝𝑛,𝑛−2 = 2 

4. 𝑝𝑛,2 = [ 
𝑛

2
 ] 

5. 𝑝𝑛,𝑘 = 𝑝𝑛−1,𝑘−1 + 𝑝𝑛−𝑘,𝑘  

 

3－2 課程總結 

教師將本節課程的討論重點進行整合與總結： 

1. 整數分割問題：探討如何將正整數 𝑛 分解為若干個正整數之和，

其中不同順序的組合被視為相同。 

2. 正整數 𝑛 的分割方法數，記作 𝑝𝑛。 

3. 將正整數 𝑛 分割成 𝑘 個正整數相加的方法數，記作 𝑝𝑛,𝑘。 

(42) 
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4. 鼓勵學生嘗試在最後表格中尋找的規律，提醒下節課程中將繼續

深入探討 

第二節教學活動 時間 評量 備註 

一、引導活動 

1－1 回憶觀察前一節課的問題，確認數字間的關係 

問題1.：將 𝑛 寫成 𝑘 個正整數的和有 𝑝𝑛,𝑘 種方法。 

上節課我們已經填完 𝑝𝑛,𝑘 的表格，我們先回憶一下上節課的結

論。 

(1) 𝑝9,3 =＿＿＿，可以寫成哪兩格的數字和？ 

(2) 𝑝10,6 =＿＿＿，可以寫成哪兩格的數字和？ 

(3) 利用前兩題，𝑝𝑛,𝑘的數字可以寫成哪兩格的數字和？ 

 

𝑛 𝑝𝑛,1 𝑝𝑛,2 𝑝𝑛,3 𝑝𝑛,4 𝑝𝑛,5 𝑝𝑛,6 𝑝𝑛,7 𝑝𝑛,8 𝑝𝑛,9 𝑝𝑛,10  𝑝𝑛 

1 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 

2 1 1 0 0 0 0 0 0 0 0 2 

3 1 1 1 0 0 0 0 0 0 0 3 

4 1 2 1 1 0 0 0 0 0 0 5 

5 1 2 2 1 1 0 0 0 0 0 7 

6 1 3 3 2 1 1 0 0 0 0 11 

7 1 3 4 3 2 1 1 0 0 0 15 

8 1 4 5 5 3 2 1 1 0 0 22 

9 1 4 7 6 5 3 2 1 1 0 30 

10 1 5 8 9 7 5 3 2 1 1 42 

參考答案： 

1. 𝑝9,3 = 7，𝑝9,3 = 𝑝8,2 + 𝑝6,3  

2. 𝑝10,5 = 7，𝑝10,5 = 𝑝9,4 + 𝑝5,5  

3. 𝑝𝑛,𝑘 = 𝑝𝑛−1,𝑘−1 + 𝑝𝑛−𝑘,𝑘  

二、發展活動 

2－1 利用上述的例子，探討原因(實際數字) 

問題1.：觀察之前寫下的整數分割過程，回答下列問題： 

(1) 𝑝8,2 指的是把＿＿分成＿＿個正整數和，有哪些情形？ 

𝑝8,2 和 𝑝9,3 有什麼關係？ 

(2) 𝑝6,3 指的是把＿＿分成＿＿個正整數和，有哪些情形？ 

𝑝6,3 和 𝑝9,3 有什麼關係？ 

(3) 說明遞迴式 𝑝9,3 = 𝑝8,2 + 𝑝6,3。 

說明：先利用一個實際例子引導學生思考遞迴式子的意義：𝑝𝑛,𝑘 和前

面的格子有什麼關係，且用如何用前面的格子把所有情況都表

示出來。 

1. 第一個問題要引導學生 8 + 1 = 9 ⇒有一數為 1 的情形。 

2. 第二個問題要學生討論所有數皆不為 1 的情形。可以引導學

生思考不定方程 𝑥 + 𝑦 + 𝑧 = 9，要如何分配數字使得 𝑥, 𝑦, 𝑧 

都大於 1。 

參考答案： 

1. 𝑝8,2 指的是把 8 分成 2 個正整數和，有下列情形： 

8 = 7 + 1 = 6 + 2 = 5 + 3 = 4 + 4，共有 4 種情形  

因為 8 + 1 = 9，所以把這 4 種情形都 +1 後形成 

7 + 1 +1 = 6 + 2 +1 = 5 + 3 +1 = 4 + 4 +1  
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就是 𝑝9,3 的一部分。 

2. 𝑝6,3 指的是把 6 分成 3 個正整數和，有下列情形： 

考慮 𝑥 + 𝑦 + 𝑧 = 9 的所有正整數解情形，因為 𝑥, 𝑦, 𝑧 至少

一個為 1 的情形在問題1已出現，所以可以把方程式轉換為

 𝑎 + 𝑏 + 𝑐 = 6 (𝑎 = 𝑥 + 1, 𝑏 = 𝑦 + 1, 𝑐 = 𝑧 + 1)的情形。 

因為 9 − 3 = 6，所以只要把 6 分成 3 個parts，總共有 𝑝6,3 

種。 

例如：6 = 4 + 2 + 1 ⇒ 9 = 5 + 3 + 1 

3. 因為 9 分成 3 個正整數相加，只有分成至少一個 1 個數為

 1 (𝑝8,2)及所有數不為 1 (𝑝6,2)的情形，所以 𝑝9,3 = 𝑝8,2 + 𝑝6,3 

 

2－2 利用上述的例子，探討原因(利用符號說明) 

問題2.：請根據前面的討論問題說明 𝑝𝑛,𝑘 = 𝑝𝑛−1,𝑘−1 + 𝑝𝑛−𝑘,𝑘 

參考答案： 

1. 把正整數 𝑛 分成 𝑘 個數的和可以看做(1)至少一個數為 1 的

情形，及所有數不為 1 的情形。 

2. 至少一個數為 1 的情形： 

先固定一個數為 1，則剩下 𝑘 − 1 個數的和為 𝑛 − 1，全部

有 𝑝𝑛−1,𝑘−1 個。 

3. 所有數不為 1 的情形： 

原本要求 𝑥1 + 𝑥2 + ⋯ + 𝑥𝑘 = 𝑛, 𝑥1 ≥ 𝑥2 ≥ ⋯ 𝑥𝑛 > 1，所有

解大於 1 的情況， 

可以看成 𝑎1 + 𝑎2 + ⋯ + 𝑎𝑘 = 𝑛 − 𝑘, 𝑎1 ≥ 𝑎2 ≥ ⋯ 𝑎𝑛 > 0 所

有解大於 0 的情況（其中 𝑥𝑖 = 𝑎𝑖 + 1，每個符號先分 1），

全部有 𝑝𝑛−𝑘,𝑘 種。 

4. 因此 𝑝𝑛,𝑘 = 𝑝𝑛−1,𝑘−1 + 𝑝𝑛−𝑘,𝑘。 

 
三、綜合/總結活動 

3－1 結論 

教師在此活動中做總結 

1. 將 𝑛 寫成 𝑘 個正整數的和有 𝑝𝑛,𝑘 種方法。 

𝑝𝑛,𝑘 的遞迴式為 𝑝𝑛,𝑘 = 𝑝𝑛−1,𝑘−1 + 𝑝𝑛−𝑘,𝑘。 

2. 討論一個問題的遞迴式時可以把原情形分成若干種情況，每一種情

況沒有重疊的情形，且所有情況的聯集為原情況。 

𝑝𝑛,𝑘 即是分割成parts「含有 1」及「不含 1」兩種情況。 

 

3－2 讓學延伸討論，作為回家作業 

本題除了上述的關係式外，可以讓學生也思考其他規律的說明。 

問題：我們已經找出的 𝑝𝑛,𝑘 的遞迴式了，有沒有辦法找出一般式呢？ 

說明：老師可以讓學生知道，不是所有有規律的式子都有一般式。 

回答：這題沒有一般式。 

 

問題：第一節課的後面，除了這節討論的遞迴式外，我們還有找到其

他的規律，這些規律要如何說明？怎麼做？ 

參考答案： 

1. 𝑝𝑛,1 = 𝑝𝑛,𝑛−1 = 𝑝𝑛,𝑛 = 1  

𝑝𝑛,1：𝑛 寫成 1 個數字和 𝑛 = 𝑛，有 1 種方法 

 𝑝𝑛,𝑛−1：𝑛 寫成 𝑛 − 1 個數字和 𝑛 = 2 + 1 + 1 + ⋯ + 1（𝑛 −

2 個 1），有 1 種方法 
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𝑝𝑛,𝑛：𝑛 寫成 𝑛 個數字和 𝑛 = 1 + 1 + 1 + ⋯ + 1（𝑛 個 1），

有 1 種方法 

2. 當 𝑘 > 𝑛 時，則 𝑝𝑛,𝑘＝0 

 𝑛 無法寫成比 𝑛 還多個數字和，故方法數為 0 

3. 當 𝑛 ≥ 4 時，𝑝𝑛,𝑛−2 = 2 

𝑛 寫成 𝑛 − 2 個數字和 𝑛 = 3 + 1 + 1 + ⋯ + 1（𝑛 − 3 個 1）

= 2 + 2 + 1 + 1 + ⋯ + 1，有 2 種方法 

 

4. 𝑝𝑛,2 = [ 
𝑛

2
 ]  

𝑛 寫成 2 個數字和 

𝑛 是奇數 𝑛 = ( n − 1 ) + 1 = ( 𝑛 − 2 ) + 2 = ⋯ =
𝑛+1

2
+

𝑛−1

2
，

有 
𝑛+1

2
= [ 

𝑛

2
 ] 種方法； 

𝑛 是偶數 𝑛 = ( n − 1 ) + 1 = ( 𝑛 − 2 ) + 2 = ⋯ =
𝑛

2
+

𝑛

2
，有

 
𝑛

2
= [ 

𝑛

2
 ] 種方法 

5. 𝑝𝑛,𝑟 = 𝑝𝑛−𝑟,1 + 𝑝𝑛−𝑟,2 + ⋯ + 𝑝𝑛−𝑟,𝑟 

以 𝑝7,3 為例， 

𝑛 𝑝𝑛,1 𝑝𝑛,2 𝑝𝑛,3 𝑝𝑛,4 

1 1 0 0 0 

2 1 1 0 0 

3 1 1 1 0 

4 1 2 1 1 

5 1 2 2 1 

6 1 3 3 2 

7 1 3 4 3 

7 寫成 3 個數字和可以看成 𝑥 + 𝑦 + 𝑥 = 7, 𝑥 ≥ 𝑦 ≥ 𝑧 ≥ 1 的

正整數解情形，也可以看成 𝑎 + 𝑏 + 𝑐 = 4, 𝑎 ≥ 𝑏 ≥ 𝑐 ≥ 0 非

負整數解的情形。 

當 𝑐 ≠ 0 時，有 𝑝4,3 種方法 

當 𝑐 = 0 時，𝑎 + 𝑏 = 4，有 𝑝4,2 種方法 

當 𝑏 = 𝑐 = 0 時，𝑎 = 4，有 𝑝4,1 種方法 

⇒ 𝑝7,3 = 𝑝4,1 + 𝑝4,2 + 𝑝4,3  

第三節教學活動 時間 評量 備註 

一、引導活動 

1－1 認識楊圖 (Young Diagram) 

如果我們把整數分割裡的數字轉為圖形，每個數字改以方格呈現，數字

 5 就用 5 個方格，每一小部分的分割視為一層，每層的方格都靠左相鄰

且個數由上而下遞減。這樣的圖稱為楊圖(Young Diagram)。每一種正整

數的分割都可以用一個楊圖來表示。 

問題：請以數對方式列出正整數 5 的所有分割。 

參考答案：正整數 5 共有 7 種分割法，分別為 ( 5 )、( 4, 1 )、( 3, 2 )、

( 3, 1, 1 )、( 2, 2, 1 )、( 2, 1, 1, 1 ) 和 ( 1, 1, 1, 1, 1 )。 

問題：請將正整數 5 的所有分割以楊圖示之。 

參考答案： 
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10 

 
說明： 

1. 本節課的分割改以數對方式記錄，且各parts由大到小排列， 

如：5 = 3 + 1 + 1 記為 ( 3, 1, 1 )。 

2. 學生完成圖示後，教師藉由上述圖形引入楊圖的概念：由有

限多個相鄰的方格排列而成，各層的方格靠左對齊，下層的

方格數不大於上層的，這樣的圖形稱之為楊圖(Young 

Diagram)。 

3. 每一種整數的分割都可以用一個楊圖來表示。 

註：若將方格改以圓點表示，稱為費雷爾斯圖(Ferrers Diagram)。 

 

二、發展活動 

2－1 認識共軛圖及自共軛圖 

問題：正整數 5 共有 7 種分割法並對應 7 個楊圖。如果要將上述 7 個

楊圖做分類，你會怎麼做？你的分類依據為何？ 

(1) 分兩類：  

(2) 分三類： 

(3) 分四類： 

參考答案：學生自由發揮，只要是有憑有據，合理即可。 

說明：老師從學生的回應中抓住關鍵詞『對稱』、『鏡射』等，引導

學生認識「共軛圖」。 

例如：圖跟圖之間有沒有關係？有沒有哪些圖看起來是一樣的？為什

麼覺得它們一樣？可以更精準地說嗎？ 

教師等待學生能回答出：對稱軸、翻轉等詞。 

 

問題：把看起來一樣的圖做配對，我們可以分成幾類？ 

參考答案：4 類。整理如下： 

 
說明：教師統整分類，並說明共軛圖(分割)和自共軛圖(分割)。 
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例如：把下圖a，從左上角以斜 45 度的直線作對稱圖形，可得下圖b。 

圖a 代表 5 的一個分割 ( 3, 2 )， 

圖b 代表 5 的另一個分割 ( 2, 2, 1 )， 

 
 

圖a ( 3, 2 ) 圖b ( 2, 2, 1 ) 

 

把上述可以互相轉化的「分割」，稱為「共軛分割」

( Conjugate Partition )，兩個分割所對應的楊圖，稱為「共軛

圖」(Conjugate Diagram)。若「共軛分割」一樣時，稱之為「自

共軛分割」(Self-Conjugate Partition)，其所對應的楊圖稱為「自

共軛圖」(Self-Conjugate Diagram)。 

 

問題： 

(1) 給定正整數 6 的一種分割 ( 2, 2, 1, 1 )，求出其「共軛分

割」？ 

(2) 請找出正整數 6 的「自共軛分割」？ 

參考答案： 

(1) ( 4, 2 )。 

(2) ( 3, 2, 1 )。 

 

2－2 楊圖在整數分割的應用 

問題1.：已知下圖a和圖b為正整數 10 的一對「共軛圖」：  

 

 

圖a 圖b 

(1) 寫出其所對應的「分割」？ 

(2) 找出正整數 10 的「自共軛分割」？ 

參考答案： 

(1) ( 4, 2, 2, 1, 1 )、( 5, 3, 1, 1 )。 

(2) ( 5, 2, 1, 1, 1 )、( 4, 3, 2, 1 )。 

說明： 

(1) 分割要以數對表示。 

(2) 學生若答出其中一組時，教師可進一步詢問：只有一種嗎？

讓學生認知到自共軛分割可能不只一組，且要如何找出所有

可能的組數？ 

 

問題2.： 

(1) 請將正整數 17 分割成若干個相異奇數的和？ 

(2) 請寫出正整數 17 的「自共軛分割」？ 

參考答案： 

(1) 17 = 13 + 3 + 1 = 11 + 5 + 1 = 9 + 7 + 1 = 9 + 5 + 3。 
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(2)  

 

問題3.：請說明，若正整數 𝑛 可以分割成若干個相異奇數之和，則 𝑛 

必存在「自共軛分割」。 

參考答案： 

∵ 每個奇數都可以表示成 2𝑘 + 1， 

可轉化成以斜 45 度直線為對稱軸的楊圖， 

如右圖所示。 

若將此數個楊圖從左上角依大到小個數相鄰排列一起， 

亦可成一個以斜 45 度直線為對稱軸的楊圖， 

且這個楊圖是一個自共軛圖。 

∴ 這若干個奇數之和，就是 𝑛 的一種「自共軛分割」。 

說明：以問題2.的楊圖來說明問題3.。 

自共軛圖分割成若干個相異奇數和 

教師可進一步提問：為何要相異奇數？相等的奇數不行嗎？ 

補充：此題亦可改成： 

將正整數 𝑛 分割若干個相異奇數和的方法數，恰等於其自共軛

分割的方法數。 

問題4.：所有的正整數 𝑛  都有「自共軛分割」嗎？如果是，請說明；

若否，請舉例。 

參考答案：否，當𝑛 = 2時沒有自共軛分割。但𝑛 ≥ 3時，所有整數都

有自共軛分割，說明如下：○1 當 𝑛是奇數時，它本身就

是。○2 當𝑛是偶數時，𝑛 = (𝑛 − 1) + 1 ，𝑛 − 1和1 為相異

的兩個奇數。 

說明：由上面之問題，引導學生去察覺自共軛分割的特性： 

a. 大於2的正整數都有自共軛分割，且可能不只 1 種。 

b. 可利用楊圖尋找整數n的自共軛分割。扣除斜 45 度角的方格

數後，剩下來的方格數必須是 2 的倍數。 

c. 若整數 𝑛 可寫成數個相異奇數的和，則透過楊圖，可找到 𝑛 

的「自共軛分割」。 
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三、綜合/總結活動 

教師將本節課程的討論重點進行整合與總結： 

3－1 楊圖的性質 

1. 將數字 𝑛 表示成 𝑛 個方格，方格的排列方式，對應一種整數的分

割。 

2. 每一層至少要有一個方格。 

3. 下一層的方格數不大於上一層的方格數。 

4. 沿著左上角開始斜 45 度角的直線做翻轉後(即第一行與第一列互

換；第二行與第二列互換；…)，所得的圖仍是一個楊圖。兩個楊

圖稱為一對共軛圖。若翻轉後所得的圖與原本的相同，則稱為自共

軛圖。 

 

總結：楊圖是重要的工具，可以用來解決一些看似困難的問題。 

 

3－2 延伸討論，做為回家作業 

問題1.~3.： 

(1) 將正整數 11 分割成最大數是 7 的方法數有幾種？ 

(2) 將正整數 11 分割成個 7 個正整數之和的方法數有幾種？ 

(3) 問題1.和問題2.在解題的思維上，有關聯嗎？請說明。 

參考答案： 

1. 11 = 7 + 4 = 7 + 3 + 1 = 7 + 2 + 2 = 7 + 2 + 1 + 1  

= 7 + 1 + 1 + 1 + 1，共 5 種。 

即 𝑃(4) = 5 

2. 11 = 5 + 1 + 1 + 1 + 1 + 1 + 1  

= 4 + 2 + 1 + 1 + 1 + 1 + 1 = 4 + 3 + 1 + 1 + 1 + 1 + 1  

= 3 + 2 + 2 + 1 + 1 + 1 + 1 = 2 + 2 + 2 + 2 + 1 + 1 + 1， 

共 5 種。 

即 𝑝11,7 = 5  

3. 兩者答案一樣，是巧合嗎？教師可引導學生去觀察每一種分

割的楊圖及其共軛圖，讓學生可以察覺最大數是 7 的分割，

楊圖第一列一定是 7 個方格，它的共軛圖會變成第一行有 7 

個方格（有 7 層），即此整數會被分割成 7 個正整數的和。 

 

總結：將正整數 𝑛 分割成最大數為 𝑘 的方法數，恰等於將其分割成 𝑘 

個正整數和的方法數。 

說明：從問題1.到問題3.的討論，可引導學生說出並證明上述的總結。 

參考答案：最大數是 𝑘 和變成 𝑘 個數之和，它們的楊圖是一一對應

的。 

 
問題4.~6.： 

(4) 將正整數 11 分割成最大數不超過 7 的方法數有幾種？ 

(5) 將正整數 11 分割成最多不超過 7 個數的方法數有幾種？ 

(6) 問題4.和問題5.在解題的思維上，有關聯嗎？請說明。 
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說明：與問題1.~3.同理亦可得，將正整數 𝑛 分割成最多不超過 𝑚 個正

整數的和的方法數，恰等於將其分割成最大數不超過 𝑚 的方法

數。 

第四節教學活動 時間 評量 備註 

一、引導活動 

請學生是事先先觀看下列跟數學家拉馬努金及哈代相關的影片，並蒐集其

他相關資料。 

1. 數感實驗室-天才無限家-拉馬努金  https://youtu.be/TkaaCSFFdF0 

2. 天才無限家 https://youtu.be/KhQbecXjIDo 

3. 英國古怪而才華橫溢的數學家哈代 https://youtu.be/SjQNWWXjeDI 

 

1－1 認識印度數學家-拉馬努金 

課堂上播放「天才無限家-計程車數」片段回顧 

7分50秒~8分12秒 https://www.youtube.com/watch?v=xxtry4q4TT4 

 

問題1.：計程車數： 

有一次哈代坐計程車去探望病重拉馬努金，不經意提到:

「今天搭計程車的車牌號碼是 1729，這個數字沒啥意思，希望

不是不祥之兆。」 

拉馬努金答道：「不會啊，這是個很有趣的數字，他可以

用兩種方法表達為兩立方和的數字中最小的 

1729 = □3 + □3 = □3 + □3 

哈代轉述李特爾伍德的話說：＿＿＿＿＿＿＿＿＿＿＿＿ 

參考答案：1729 = 93＋10= 13＋123 

每個整數都是他的好朋友 

說明：第 𝑛 個計程車數(Taxicab number)表示能以 𝑛 個不同的方法表示

成兩個正立方數之和的最小的數。例如：1729 為第 2 個計程車

數。 

 

問題2.：有其他的計程車數嗎? 

參考答案：2 = 13 + 13 

昌爸工作坊 http://www.mathland.idv.tw/fun/taxicab.htm 

 

二、發展活動 

2－1 拉馬努金 Ramanujan (1887.12.22~1920.4.26)  

問題1：拉馬努金研究的領域是什麼? 

參考答案： 

拉馬努金研究的領域是「數論」與「組合數學」。 

數論是研究整數的學問，而組合數學也稱為離散數學，在電腦科

學上有著廣泛的應用，同時也是密碼學，人工智慧、資料庫、演算法

設計與分析的理論基礎。他發表的論文包含了許多嶄新的原創想法，

對數學和物理的理論推展發展有巨大的貢獻。 

 

問題2：拉馬努金的一些重要成就是什麼？ 

參考答案： 

斯里尼瓦瑟·拉馬努金（Srinivasa Ramanujan）是印度史上最著名

的數學家之一，他的成就在數學領域有著深遠的影響。 

以下是他的一些重要成就： 
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http://www.mathland.idv.tw/fun/taxicab.htm
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1. 數論：拉馬努金擅長數論，這是研究整數的學問。他提出了許多關

於 π、質數等數學常數的求和公式，以及整數分割的理論。 

2. 拉馬努金 θ函數：他創立了一套完整的求解非線性偏微分方程的方

法，並建立起一個完善而嚴謹的計算體系，使之成為當今世界上最

杰出的算法之一。 

3. 無窮級數：拉馬努金發現了許多和圓周率相關的奇妙的無窮級數，

其中一個例子是連分數，其中包含了黃金分割。 

4. 其他領域：他的研究成果被廣泛應用到各種不同的科學研究中，包

括伽馬函數、模形式、發散級數、超幾何級數和質數理論等。 

拉馬努金的天賦和創造力至今仍然令人驚嘆，他的工作啟發了許多後

來的數學家，並對數學領域的發展做出了巨大的貢獻。 

 

2－2 拉馬努金的伯樂-哈代 

問題1.：數學家哈代的貢獻是什麼？ 

參考答案： 

1. 數論：哈代在數論領域做出了許多重要貢獻，包括對黎曼ζ函數和素

數分布的研究。 

2. 哈代-李特爾伍德圓法：與J.E.李特爾伍德（J.E. Littlewood）合作，

發展了一種用於分析問題的強大方法。 

3. 哈代-拉馬努金數論方法：與拉馬努金合作，研究無限級數、連分數

和其他數學現象。 

4. 《數學家的辯白》：哈代撰寫了這本著名的散文，闡述了數學純粹

性的價值，並成為數學文學中的經典之作。 

 

問題2.：哈代在學習數學過程中有什麼特別之處？哪些地方值得學

習？你有什麼實際的做法？ 

參考答案： 

1. 自主學習：哈代在學習數學時重視自主探索，自己發現問題，獨立

解決問題，這有助於培養我們的批判性思維和解決問題的能力。 

2. 提問與好奇心：哈代強調提問和保持好奇心，提問是促進理解和深

入學習的關鍵，在心中多提問，可以激發自己的好奇心和求知欲。 

3. 探索與創新：哈代在數學上的探索精神體現了創新和實驗的價值，

得以培養自己的創新能力，也激勵自己在學習過程中勇於嘗試和探

索未知領域。 

4. 個性化學習：哈代的學習方式具有很強的個人特色，尊重自我個性

發展，強調自己興趣和特長制定屬於自己的學習計劃。 

5. 協作與互動：哈代與拉馬努金的合作展示了數學研究中的協作精

神，這與置身資優教育教育所強調的合作學習理念相符。我們可以

通過合作與互動，互相學習，拓展知識面，提升合作能力和團隊精

神。 

哈代教導拉馬努金如何以正統的方式表述數學，同時盡量不去阻

礙他的創意。拉馬努金在 1915 年間發表了 39 篇論文，1916 年拿到博

士學位，1918 年入選為英國皇家學會會士，同年十月成為第一位獲選

為三一學院院士的印度人。 

說明：在2－1、2－2中教師要藉由兩位數學家的介紹，作為良師典

範，希望學生在過程中能學習並實踐數學學習態度。 

 

三、綜合/總結活動： 

3－1 拉馬努金與整數分割的發展史 
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https://baijiahao.baidu.com/s?id=1754641229599788343
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老師介紹介紹拉馬努金與整數分割的發展史 

 
說明：1. 歷代數學家完全束手無策，但這又是數學上根本的重要問

題。哈代和拉馬努金得到了估計公式，用他們的公式得到的

答案與精確值的相對誤差可以接近到零。電影《天才無限

家》生動描述了用他們的公式估計出湊出200的方法數是如

何震攝了數學界。 

2. 透過整數分割史地介紹也可以讓學生了解到數學定理的發現

不是靠一個人完成的，需要很多人不斷的努力與嘗試，才能

得出美麗的成果。 

 

3－2 根據所學，作為回家作業，讓學生自行嘗試計算 

問題1.：你能精確計算出最大的整數分割是多少？ 
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四、教學省思及建議  （如：課程教學、環境佈置…等）(下框若不敷使用，可自行調整。) 

 

 

 

五、附件 

※附件示例說明※ 

1、教材：講義或PPT等。 

2、補充資料。 

3、學生學習單。 

4、教學活動評量。 

5、學生回饋。 

6、學生成果： 

(1)學習單：佳作至少三份掃描電子檔。 

(2)海報：請拍照並繳交照片。 

(3)影片：學生口頭發表、實驗實作等課程實錄。全部影片或重要片段。 

 

※注意事項※ 

1、請留意版權： 

盡量使用自編教材、照片或圖片。若參考使用網路或其他來源之資源，請標註出處。 

2、請留意學生個資保護： 

      學生學習單資料請遮蔽或請勿呈現其班級、姓名、座號。 

1740年 

歐拉 

母函數法 

𝑃(29)  

1918年 

拉馬努金 

漸進公式 

𝑃(200)  

2013年4月 

現代還可利用計算

機的方法來求解 

遞迴關係

𝑃(10000000)  
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【整數分割的探索】學習單 
組別：    姓名：     

活動一 

1. （相同球分堆問題）將 3 顆相同顏色的球，放入 3 個相同的箱子，若允許空箱子的

話。請列出所有可能的結果？ 

 

活動二 

1. （整數分割問題）將 3 寫成正整數的和，順序不同視為同一種 

（例如：2 + 1 = 1 + 2 都是同一種方法），有幾種方法？ 

 

2. 你覺得「相同球分堆問題」與「整數分割問題」是否有相同意義？說明你的理由。 

 

活動三 

1. 上述將 3 寫成正整數和的問題，稱之為「整數分割（Partitions of an Integer）」。我

們將正整數 𝑛 的分割方法數記為 𝑝𝑛，例如：𝑝3 = 3。試完成下表。 

𝑛 1 2 3 4 5 6 

𝑝𝑛        

 

 

2. 根據上表我預測 𝑝7 的值＝＿＿＿＿＿＿； 

我自行驗證後得到 𝑝7 的值＝＿＿＿＿＿＿。 
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活動四 

1. 將 5 寫成 3 個正整數的和有 2 種方法（3 + 1 + 1 與 2 + 2 + 1）， 

我們記為 𝑝5,3 = 2。試求出 𝑝6,2 的值？ 

 

2. 請完成下面 pn,k表 

𝑛 𝑝𝑛,1 𝑝𝑛,2 𝑝𝑛,3 𝑝𝑛,4 𝑝𝑛,5 𝑝𝑛,6 𝑝𝑛,7 𝑝𝑛,8 𝑝𝑛,9 𝑝𝑛,10  𝑝𝑛 

1           1 

2           2 

3           3 

4           5 

5           7 

6           11 

7           15 

8            

9            

10            

 

 

 

 

 

活動五 

1. 觀察上述表格，你發現什麼規律？ 
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【整數分割的說明】學習單 
組別：    姓名：     

活動一 

𝑛 𝑝𝑛,1 𝑝𝑛,2 𝑝𝑛,3 𝑝𝑛,4 𝑝𝑛,5 𝑝𝑛,6 𝑝𝑛,7 𝑝𝑛,8 𝑝𝑛,9 𝑝𝑛,10  𝑝𝑛 

1 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 

2 1 1 0 0 0 0 0 0 0 0 2 

3 1 1 1 0 0 0 0 0 0 0 3 

4 1 2 1 1 0 0 0 0 0 0 5 

5 1 2 2 1 1 0 0 0 0 0 7 

6 1 3 3 2 1 1 0 0 0 0 11 

7 1 3 4 3 2 1 1 0 0 0 15 

8 1 4 5 5 3 2 1 1 0 0 22 

9 1 4 7 6 5 3 2 1 1 0 30 

10 1 5 8 9 7 5 3 2 1 1 42 

1. (1) 𝑝9,3 =＿＿＿，可以寫成哪兩格的數字和？ 

 

(2) 𝑝10,5 =＿＿＿，可以寫成哪兩格的數字和？ 

 

(3) 利用前兩題，找出 𝑝𝑛,𝑘可以寫成哪兩格的數字和？ 

 

活動二 

1. 觀察之前寫下的整數分割過程，回答下列問題： 

(1) 𝑝8,2 指的是把＿＿分成＿＿個正整數和，有哪些情形？𝑝8,2 和 𝑝9,3 有什麼關係？ 

 

(2) 𝑝6,3 指的是把＿＿分成＿＿個正整數和，有哪些情形？𝑝6,3 和 𝑝9,3 有什麼關係？ 

 

(3) 請寫下遞迴式 𝑝9,3 =＿＿＿＿＿＿＿＿＿＿＿＿＿＿。  
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2. 請根據前面的討論問題說明 𝑝𝑛,𝑘 = 𝑝𝑛−1,𝑘−1 + 𝑝𝑛−𝑘,𝑘。 

 

活動三 

1. 試試看，𝑝𝑛,𝑘 是否可以寫出一般式？ 

 

2. 第一節課的後面，除了這節討論的遞迴式外，我們還有找到其他的規律，這些規律

要如何說明？怎麼做？ 

規律1：＿＿＿＿＿＿＿＿＿＿＿＿＿＿＿＿＿＿＿＿＿＿＿＿＿＿＿＿ 

【說明】 

規律2：＿＿＿＿＿＿＿＿＿＿＿＿＿＿＿＿＿＿＿＿＿＿＿＿＿＿＿＿ 

【說明】 

規律3：＿＿＿＿＿＿＿＿＿＿＿＿＿＿＿＿＿＿＿＿＿＿＿＿＿＿＿＿ 

【說明】 

規律4：＿＿＿＿＿＿＿＿＿＿＿＿＿＿＿＿＿＿＿＿＿＿＿＿＿＿＿＿ 

【說明】 

規律5：＿＿＿＿＿＿＿＿＿＿＿＿＿＿＿＿＿＿＿＿＿＿＿＿＿＿＿＿ 

【說明】 
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【楊圖的認識與應用】學習單 
組別：    姓名：     

活動一 認識楊圖(Young Diagram)  

1. 請以數對方式列出正整數 5 的所有分割。 

 

2. 我們把數字轉為圖形，每個數字改以方格呈現，數字 5 就用 5 個方格，每一小部分

的分割視為一層，每層的方格都靠左相鄰，且下層的方格數不大於上層的方格數，

這樣的圖稱為楊圖(Young Diagram)。每一種正整數的分割都可以用一個楊圖來表

示。請將正整數 5 的所有分割以楊圖示之。 

分割法 (5) (4,1) (3,2)  

楊圖 
 

  

 

分割法     

楊圖     

活動二 認識共軛分割及自共軛分割 

1. 由活動一可知，正整數 5 共有 7 種分割法並對應 7 個楊圖。如果要將上述 7 個楊圖

做分類？你可以怎麼做？你的分類依據為何？ 

 

2. (1) 給定正整數 6 的一種分割 ( 2, 2, 1, 1 )，求出其「共軛分割( Conjugate  

 Partition )」？ 

(2) 請找出正整數 6 的「自共軛分割(Self-Conjugate Partition)」？ 
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活動三 楊圖在整數分割的應用1 

1. 已知下圖a和圖b為正整數 10 的一對「共軛圖(Conjugate Diagram)」： 

 
 

圖a 圖b 

(1) 分別寫出其所對應的「分割」？ 

(2) 找出正整數 10 的「自共軛分割」？ 

 

 

2. (1) 請將正整數 17 分割成若干個相異奇數的和？ 

(2) 請寫出正整數 17 的「自共軛分割」？ 

 

 

3. 請說明，若正整數 𝑛 可以分割成若干個相異奇數之和，則 𝑛 必存在「自共軛分

割」。 

 

4. 所有的正整數 𝑛 都有「自共軛分割」嗎？如果是，請說明；若否，請舉例。 
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回家作業 楊圖在整數分割的應用2 

1. 將正整數 11 分割成最大分割數是 7 的方法數有幾種？ 

 

2. 將正整數 11 分割成個 7 個正整數之和的方法數有幾種？ 

 

3. 問題1.和問題2.在解題的思維上，有關聯嗎？請說明。 

 

4. 將正整數 11 分割成最大數不超過 7 的方法數有幾種？ 

 

5. 將正整數 11 分割成最多不超過 7 個數的方法數有幾種？ 

 

6. 問題4.和問題5.在解題的思維上，有關聯嗎？請說明。 
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【真想認數你】學習單 
組別：    姓名：     

請在上課前看完下列影片： 

1. 數感實驗室-天才無限家-拉馬努金  https://youtu.be/TkaaCSFFdF0 

2. 天才無限家 https://youtu.be/KhQbecXjIDo 

3. 英國古怪而才華橫溢的數學家哈代 https://youtu.be/SjQNWWXjeDI 

活動一 每個整數都是拉馬努金的好朋友 

問題1：計程車數： 

有一次哈代坐計程車去探望病重拉馬努金，不經意提到:「今天搭計程車的車牌號

碼是 1729，這個數字沒啥意思，希望不是不祥之兆。」 

拉馬努金答道:「不會啊，這是個很有趣的數字，他可以用兩種方法表達為兩立方

和的數字中最小的。」 

1729 = □
3

+ □
3

= □
3

+ □
3
 

 哈代轉述李特爾伍德的話說：「＿＿＿＿＿＿＿＿＿＿＿＿＿＿＿＿＿＿＿＿」 

＊第 𝑛 個計程車數(Taxicab number)表示能以 𝑛 個不同的方法表示成兩個正立方數之和

的最小的數。例如：1729 為第 2 個計程車數。 

 

問題2：有其他的計程車數嗎? 請嘗試舉例說明。 

 

活動二 認識數學家拉馬努金與哈代 

1. 拉馬努金研究的領域是什麼?請簡述 

   

拉馬努金的一些重要成就是什麼？對於

他的經歷對你有何啟發? 請簡述 

2. 數學家哈代的貢獻是什麼？請簡述 哈代在學習數學過程中有什麼特別之

處？哪些地方值得學習？你有什麼實際

的做法？ 

https://youtu.be/TkaaCSFFdF0
https://youtu.be/KhQbecXjIDo
https://youtu.be/SjQNWWXjeDI
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活動三 

拉馬努金與整數分割的發展史 

 

回家作業 

你能精確計算出最大的整數分割是多少？ 

 

 

時間： 

 

人物： 

 

方法： 

 

時間： 

 

人物： 

 

方法： 

 

現代 

 

方法： 

 


